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INTRODUCTION. 


Ce second Volume contient les Lecons que j’ai faites a la 
Sorbonne pendant ces deux derniéres années. I] est princi 
palement consacré aux fonctions harmoniques et aux fonc- 
tions analytiques. Sans négliger le point de vue de Cauchy 
dans la théorie de ces dernicres fonctions, je me suis surtout 
attaché a une étude approfondie des fonctions harmoniques, 
c’est-a-dire de ’équation de Laplace; une grande partie de 
ce Volume est consacrée a cette équation célébre, dont dé- 
pend toute la théorie des fonctions analytiques. Je me suis 
arrété longuement sur le principe de Dirichlet, qui joue un 
si grand role dans les travaux de Riemann, et qui est aussi 
important pour la Physique mathématique que pour I’ Ana- 
lyse. 

Parmi les fonctions particulicres que j’étudie, je signa- 
lerai les fonctions algébriques et les intégrales abéliennes. 
Un Chapitre traite des surfaces de Riemann, dont étude a 
été laissée un peu trop de cdté en France; on peut, par une 
représentation géométrique convenable, rendre intuitifs les 
principaux résultats de cette théorie. Cette vue claire de la 
surface de Riemann une fois obtenue, toutes les applications 


se déroulent avec la méme facilité que dans la théeorie clas- 
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sique de Cauchy relative au plan simple. Mais ilimporte de 
juger asa véritable valeur la belle conception de Riemann. 
Ce serait une vue incompléte que de la regarder seulement 
comme une méthode simplificative pour présenter la théorie 
des fonctions algébriques. Si importante que soit la simpli- 
fication apportée dans cette étude par la considération de 
la surface a plusieurs feuillets, ce n’est pas la ce qui fait le 
grand intérét des idées de Riemann. Le point essentiel de 
sa théorie est dans la conception a priori de la surface con- 
nexe formée d’un nombre limité de feuillets plans, et dans le 
fait qu’a une telle surface concue dans toute sa généralité 
correspond une classe de courbes algébriques. Nous n’avons 
donc pas voulu mutiler la pensée profonde de Riemann, et 
nous avons consacré un Chapitre a la question difficile et 
capitale de Vexistence des fonctions analytiques sur une 
surface de Riemann arbitrairement donnée; le probleme 
méme est susceptible de se généraliser si l’on prend une 
surface fermée arbitraire dans l’espace et qu’on considére 
Péquation de Beltrami qui lui correspond. 

J’avais annoncé dans le premier Volume que je comptais 
m’occuper surtout dans ce Traité de la théorie des équations 
différentielles. On trouvera ici un seul Chapitre consacré a 
cette théorie telle qu’on l’entend ordinairement dans les 
Ouvrages classiques. Je pourrais prétexter que l’équation 
de’ Laplace est une équation différentielle; j’aime mieux 
avouer que mon plan s’est un peu élargi. Je m’occuperai 
particuli¢rement, dans le Tome III, de l'étude des équations 
différentielles, mais je moserais pas affirmer cependant que 
je n’aurai pas encore plusieurs parenthéses a ouvrir. 


M. Simart m’a continué son précieux concours. Je lui 
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dois plus encore pour ce second Volume que pour le pre- 
mier; je lui adresse mes affectueux remerciements pour les 
conseils qu’il m’a donnés en relisant mon manuscrit et pour 


la peine quwil a prise a la correction des épreuves. 


Em. PICARD. 


Paris, le rg mars 1893. 
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ERRATA DU TOME II. 


Page rro. Substituer aux lignes 2, 3, 4, 5: 


Désignons par a et ¢ les angles que I’élément ds fait respectivement 
avec l’axe des x et la direction z'z; on trouve de suite les relations 


d ds.e** as cos ge sin 
—<—— = —_ = S84 — —_—_- = <9) 
=, : ds Ps dn BA! 


et ’on en déduit.... 


Page 115. Il faut, dans l’expression de A 
le) facteun i. 2..172: 


et dans Végalité qui suit, supprimer 


m 


Page 117. Dans la sixiéme ligne avant le § 11, au liew de fonction holomorphe, 
dises fonction uniforme. 


Page 294. A la dixiéme ligne avant la fin de la page, i faut lire: 
Nous supposons la premiére subdivision poussée assez loin pour que 
Lou — Ty <8 et (2,4,— @,) M< 6. 
On aura par suite, 6 et A se correspondant d’aprés les notations du § 1,... 


Page 310. Dans la note, au lieu de F(a), lisez F(a). 


Page 352, ligne 7, au lieu de ordonnée, lisez abscisse. 
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CHAPITRE TI. 


FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE. — PROBLEMES 
FONDAMENTAUX RELATIFS A L’7EQUATION DE LAPLACE 
DANS LE PLAN. 


I. — Définition des fonctions d’une variable complexe. 
Dérivée. Intégrale. Fonction harmohique. 


1. Désignons par wu et » deux fonctions réelles continues, ainsi 
que leurs dérivées partielles du premier ordre, des deux variables 
réelles z et y, et formons la combinaison 


u(x, y)+to(a, y), 


ou Z représente le symbole ordinaire des imaginaires. Cette com- 
binaison peut étre regardée comme une fonction de la variable 
complexe 

ct Ly, 


ce qui revient simplement a dire qu’a un systéme de valeurs de 

x et y correspondent une valeur de wu -+- iv, et par suite des va- 

leurs de wv et y. I est clair que la considération d’une telle fonc- 

tion de z + ¢y ne peut présenter aucun intérét particulier : il n’y 
P.— Il. I 
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a la qu’une question de mots, et la liaison par le symbole z de 
deux fonctions quelconques wu et » est absolument inutile. Mais on 
peut ne pas laisser complétement arbitraires les fonctions wu et ¢, 
et chercher si cette fonction de x + cy ne pourrail avoir des ca- 
ractéres qui la rapprocheraient d’une fonction d’une variable 
réelle. C’est ce qu’a fait Cauchy, en cherchant les conditions 
pour que cette fonction ait une dérivée unique. 
Quand la variable x + ty recoit un accroissement 


dz +idy, 


la fonction w+ cy éprouve un accroissement du + tdy. La limite 


du rapport 
Ou ; Ou ips ov 
du+idy 0x Ce erage igo + Say) 


dx +idy — dx + tidy - 


\ 


quand dx -+-idy tend vers zéro, sera, en désignant par p la 

FRR d 

limite de ~, 
dx 


(1) 


elle dépendra de ». La fonction w+ iv de # +7cy a done pour 
chaque valeur de la variable une infinité de dérivées, dépendant 
de la maniére dont dx + idy tend vers zéro. 

Cherchons a quelle condition cette dérivée sera unique. Le 
rapport (1) ne devra pas dépendre de 3 par suite, on a 


Ou . 09 Ou . OP 


ox Ox my, Oy 
I nN z ; 
ce qui exige 
du ov 
dx Oy 
(S) 
du ov 
oy Ox 


Siu et ¢ satisfont 4 ces deux identités, la fonction w+ ty a, en 
chaque point, une dérivée unique. On dit qu’elle représente une 
fonction analytique de x + ty. 
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2. Rappelons d’abord que nous avons déja rencontré ces deux 
équations dans un important probléme de Géométrie (t. I, p. 429). 
En cherchant a déterminer wu et ¢ par la condition que 


du*+ dv?= )(dx?+ dy?), 


} ne dépendant pas des différentielles et étant seulement fonction 
de xz et y, nous avons obtenu le systéme S et celui qui s’en déduit 
par le changement de » en — ¢. Ce résultat pouvait immédiate- 
ment s’obtenir en écrivant Videntité précédente sous la forme 


(du + idy)(du—idv) = h(dx + idy) (dx —idy); 


les deux facteurs du premier membre étant des formes linéaires 
en dz et dy, on doit nécessairement avoir 


du + ide ee ale — 2 ae 
SOUR ee) hy soit 


dx+idy — da+idy 


v. et y ne dépendant que de x et y; c’est-a-dire que w+ lp ou 
wu — iy est une fonction analytique de x + ty. 

Voici encore, relativement au systéme S, une remarque aussi 
simple qu’importante. Soient we et u!+ ip’ deux fonctions 
analytiques de «+ cy. On pourra regarder u'+ cv! comme une 
fonction de w+ i; je dis que cette fonction sera une fonction 
analytique. On a en effet 


du-+-idy _ du'+tdy' _, 
dx+idy ™  du+idy~ ™’ 


uv. et »’ ne dépendant que de « et y, ou, si l’on veut, de wu et ». 
On en conclut 
du'+-ide' pl. 


du+ide up 


’ 


le second membre ne dépend que de wu et 9, ce qui démontre que 
u' + iv’ est une fonction analytique de uw +- cv. Cette propriété du 
systéme (S) est digne de remarque; on peut la prendre comme 
point de départ pour chercher a généraliser la théorie des fonc- 
tions d’une variable complexe : c’est un point sur lequel nous 
aurons a revenir. 
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3. Nous pouvons poser 


ut+w= f(s), 


en désignant par s la variable 2+ iy. Les fonctions wu et ¢ ad- 
mettant des dérivées premiéres sont continues dans une certaine 
étendue; on dira quil en est de méme de la fonction f(z), et 
Von en conclut immédiatement qu’on pourra donner a la quantité 
complexe i un module assez petit 7 pour que l’on ait, quelque 
petite que soit la quantité positive e, 


I f(2+h)—f(4)|<e pour [A] <n, 


le signe | | représentant maintenant le module de la quantité com- 


plexe. 
Nous avons dit que f(z) avait une dérivée unique. En la dési- 


gnant par /’(z), ona 


du .00 oy ‘oy 
AMG Racer ir = i es 
Passons a la notion d’intégrale pour une fonction analytique 
J(s). On suppose que la fonction f(z) et sa dérivée f’(z) soient 
des fonctions bien déterminées et continues pour tout point (a, 7’) 
situé dans une certaine région du plan @ contour simple. On 
entend par lintégrale définie 


[fara 


prise le long d’une courbe C située dans cette région et allant du 
point Zp au point z,, l’intégrale curviligne prise suivant cette 
courbe 
fur iv) (dx +idy), 
J¢ 
c’est-a-dire 
[ude —edy) +i f (ode+ udy). 
¢ c 
Un théoréme fondamental de Cauchy est que cette intégrale 
est indépendante du chemin suivt pour aller de 3, en 2,. 
La démonstration est immédiate, sil’on se reporte aux propriétés 
fondamentales des intégrales curvilignes (t. I, p. 73). Les condi- 
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lions pour que ces deux intégrales soient indépendantes du chemin 
sulvi s’expriment en effet par les relations 


Ou ‘# 0e 
oy ox’ 
oe _ 0u 
Oy ox 


qui ne sont autre chose que les équations du systéme (S). 


4. Considérons la limite supérieure 3, comme variable, et dé- 
signons-la par z. L’intégrale 


R(s) =f fls)ds 


sera une fonction de zs. C’est une fonction analytique; écrivons-la 
en effet sous la forme 


(x,y) (x,y) 


(ude—vdy)+i f (vdx+udy). 
“(2 Yo) “(Ho Yo) 
En désignant par P et Q les deux intégrales qui figurent dans 
Vexpression précédente, on a 


oP i AQ = i, 
0x oy 
oP dQ 
peat td On ees 


: 0 pips 
Les deux équations oe a GN ies sont done vérifiées. La 
Oz ody oy Ox 


dérivée de F(z) est égale a 


t— c’est-a-dire u-+ iy, 


oP dQ 
ox ‘a Ox’ 


et nous avons par suite le théoréme fondamental, tout a fait ana- 
logue 4 celui qui se présente dés le début du Caleul intégral pour 
une fonction d’une variable réelle, et qui est exprimé par l’égalité 


F'(s) = f(s). 


5. Les diverses remarques faites 4 propos des intégrales curvi- 
lignes, dans le cas of la condition d’intégrabilité est remplie, s’é- 
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tendent aux intégrales d’une fonction analytique. Ainsi l’intégrale 


f f(z) ds, 


prise le long d’un chemin fermé situé dans une région du plan, 
limitée par plusieurs contours, a lintérieur de laquelle la fonction 
J(s) est bien déterminée et continue, ne change pas de valeur 
quand le contour se déforme sans traverser aucun des contours 
limites. 


6. Reprenons les équations du systéme (S) 


Ou Ov Ou re 


Ox Oy’ == Oy ee’ 
el supposons que, outre les dérivées du premier ordre, les fonctions 
uw ety aient des dérivées du second ordre elles-mémes continues ('). 
On tire des deux équations précédentes 


OF 020 ERY 29 
ou® oy Ox’ oy? Ow oy 
el, par suite, 
Ou ru 


— +; =0 
0x2 oy? ; 
et la fonction ¢ satisfait a la méme équation. 


Réciproquement, soit une fonction u(z, y’) satisfaisant a l’équa- 
tion 


Ou Pu 
da? * Oy? — 


— 
w 


On pourra déterminer une fonction ¢ telle que w+ cy soit une 
fonction analytique de z+ cy. La fonction ¢ est donnée par l’in- 
tégrale curviligne 


(*) Nous établirons plus tard que Vexistence des dérivées partielles de tout 
ordre pour les fonctions wu et y est une conséquence de l’existence des dérivées 
du premier ordre. 
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intégrale ot la condition d’intégrabilité est satisfaite, puisque 
Péquation (2) est supposée vérifiée. La fonction ¢ est déterminée 
4 une constante prés, puisque la limite inférieure (2, yo) est ar- 
bilraire. 

Le résultat précédent est extrémement important. Il montre 
que l’étude des fonctions d’une variable complexe se raméne a 
étude de Péquation 


c’est-a-dire a l’équation de Laplace pour le cas de deux variables. 
Suivant une désignation introduite par les géométres anglais, nous 
appellerons fonction harmonique toute fonction satisfaisant a 
'équation précédente. 

Dans les éerits de Cauchy et de la plupart de ses disciples, 
Véquation précédente intervient peu, et !’on raisonne sur la fone- 
tion complexe elle-méme f(z) de la variable z. La simplicité et 
Vuniformité des raisonnements font de cette théorie une des plus 
attrayantes et des plus parfaites de l’Analyse mathématique ('). A 
la suite d’un Mémoire fondamental de Riemann (2), |’étude des 
fonctions d’une variable complexe a été ramenée de nouveau a sa 
véritable origine, 4 savoir l'étude de l’équation de Laplace ou du 
systéme (S). Ce point de vue est assurément plus philosophique ; 
il a le grand avantage de laisser de cdté tout symbole, et la théorie 
des fonctions d’une variable complexe est, en définitive, étude 
de deux fonctions associées u et » de deux variables réelles x ety 
satisfaisant aux deux équations 


(S) —— 


Il ne faudrait cependant pas étre exclusif. Le symbolisme a, 
dans certains cas, ses avantages, et bien des résultats extréme- 
ment simples deviendraient d’un énoncé compliqué si l’on voulait 


(*) Le Traité classique de Briot et Bouquet sur Jes fonctions elliptiques, dont 
la premiére moitié est un exposé de la théorie générale des fonctions, est fait 
systématiquement a ce point de vue. 

(*) Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen einer veran- 
derlichen complexen Grosse (OFLuvres completes). 
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ne jamais introduire de quantités complexes. Aprés avoir donc 
fait l’étude de l’équation de Laplace, que nous allons tout d’abord 
entreprendre, nous reviendrons ensuite 4 la fonction complexe 


I (2). 


7. Il ne sera pas sans intérét d’indiquer, dés a présent, une 
premiére généralisation du systéme (S), qui est due a M. Bel- 
trami ('). Considérons une surface © pour laquelle le carré de 
Pélément d’are ds est exprimé, a l’aide des variables p et g, par 
la formule 

ds* = E dp?+ 2F dp dq + Gdq?, 


E, F, G étant des fonctions de p et g (t. I, p. 420). Soient wu et ¢ 
deux fonctions de p et q telles que 


du? + dv? = h(E dp?+ 2F dp dq + Gdgq?), 
ne dépendant pas des différentielles. 
En changeant, s’il est nécessaire, 9 en — 9 et remarquant que 


E dp? +- 2F dp dq + Gdq? 


th ve dp += - en a | [ve dau ae ae | 


5 
4, 4 


ou 
H = VEG — F2, 
on aura 
: ” ps F+7¢H 
du+ideo = Ed, ——— qd 
tidy =p. lV ie a | 
et, par suite, 
Ou ov = 
Fe, Sea vE, 


— + == Be: = 
99, 5 Ogan * VE 


,[ou, .o% fa” : Ou .ov 
b| iF |= Or +an[S +62], 


(*) E. Berrramt, Delle variabili complesse sopra una superficie qualunque 
(Annali di Mathematica, 2° série, t. 1). 
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ce qui revient a 


a =F2 ue 
oq op op’ 


relations que nous mettrons sous la forme 


[ Ou Ou 
| ne aaa a 
opi (BG — Fa 
(S’) { 
Ou pou, 
oe Op 0g 
a eh ea : 


Tel est le systéme (S’) qu’on peut regarder comme une généra- 
lisation du systéme (S$). La combinaison u + 7 peut étre appelée 
une fonction complexe du point (p,q) sur la surface %. 

La fonction wu satisfait évidemment a |’équation 


po gM) pte yo 
7) Og = ao Op oq 


op\ /EG — F? 0g.\ (EG Ft 


= 0. 


Cette équation est sur la surface 3 Vanalogue de l’équation 
de Laplace sur le plan. On reconnait d’ailleurs immédiatement 
que la fonction ¢ satisfait 4 la méme équation. 

Il existe une dépendance trés simple entre deux fonctions com- 
plexes wu + iv et wu! + ie’ sur une surface 3. Des relations 


on conclut 
du! +-idv'= rae ide), 


c’est-a-dire que u'+-iv' est une fonction analytique de u+-iv("). 


(*) On consultera avec grand intérét sur ce sujet le volume de M. Klein inti- 
tulé : Ueber Riemann’s Theorie der algebraischen Functionen und threr In- 
tegrale; Leipzig, 1882. 
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II. — Formule fondamentale. Les fonctions harmoniques sont ana- 
lytiques. Détermination unique des fonctions harmoniques par 
leurs valeurs sur un contour fermé. 


8. La formule de Green établie dans le cas de Pespace (t.-I, 
p- 138) a son analogue dans le plan. Soient U et V deux fonc- 
tions continues de x et y ainsi que leurs dérivées du premier et 
du second ordre a l’intérieur d’un contour C; formons l’intégrale 
double, étendue a l’aire que limite cette courbe, 


0U eV | dU eV 
anit ox dy iy |e oi 


En se servant de Videntité 


aU oV ti) ov 02V 
pra rr (U5) — US 


on a de suite 


aU OV ov 
fs ao ae [ope nae ; dx dy, 


et pareillement 


0U dV 
SSF iy ae 


el, par conséquent, 


t= Ps” — de e|—f U AV dz dy 


=— fu a—f [ [Usv dedy, 


hear eA 4 : HS 
la dérivée Py étant prise dans le sens de la normale intérieure a 


ae 


ou 


la courbe. 

Cette formule nous sera trés utile. La formule de Green s’ob- 
tiendra en permutant U et V dans le second membre, ce qui ne 
change pas le premier. On en conclut 


_ aV dU Z 
(05, AV ae )as+ f {UAV —VaU) dee dy = oO. 
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En particulier, si on fait U 1, on aura 


dv E 
(i) “a an 2 +f far dz dy =o. 


eee. ; P : . ey eps Wek 
Une remarque est ici nécessaire, relativement a la dérivée ae 
ait 


prise dans le sens de la normale intérieure. Et, d’abord, comment 
définir d’une maniére générale la normale intérieure ? Nous avons 
défini (t. 1, p. 78) le sens positif sur un contour C, en nous ser- 
vant d’une petite circonférence (y) décrite dans le sens de Ox 
vers Oy par rapport a son centre P. Cette circonférence (y), 
transportée dans le yoisinage et a lintérieur du contour C, de 
maniére a étre tangente en un point A du contour, fixe sur.celul-ci 
la direction de la normale intérieure, qui est celle qui va du 


point A au point P. 
< « = gv . . <r 
Cette direction fait un angle + 5 avec la direction positive de 


la tangente, mais elle est absolument déterminée, quel que soit la 
disposition des axes Ox, Oy. Il en est de méme des cosinus des 
angles que la normale intérieure fait avec les axes de coordonnées, 
de telle sorte que la dérivée ; 


ARAL cos(a.n) 4 A n 
=a — — — COS Z. == COS. 
dn ox oy YM); 

prise dans le sens de la normale intérieure, a bien, comme on 

devait s’y attendre, une signification déterminée indépendante du 


sens qui se trouvera étre le sens positif sur le contour. 
ay 


: 

Ceci posé, revenons aux intégrales de la forme fu es ds. Dans 
JC 

une pareille intégrale, on considére ds comme un élément essen- 

tiellement positif ; elle est complétement déterminée par ce fait 


dv ‘ paras : 
que = est prise dans le sens de la normale intérieure, et, dés 


lors, il n’y a pas lieu de parler du sens dans lequel on effectue 


Pintégration sur le contour, 


9. Indiquons, comme applications de la relation (3), quelques 
problémes de Physique mathématique ot interyient l’équation 


AV =0. 
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Un de ces problémes est relatif a Ja distribution de la tempéra- 
ture dans une plaque isotrope en équilibre calorifique. Nous n’a- 
N a” i, * ry . ’ 
vons pas a rappeler ici comment Fourier, dans sa Théorie mathé- 
matique de la chaleur, a été conduit 4 montrer que la quantité de 
chaleur qui, dans le temps d¢, passe 4 travers un are ds du plan 
est représentée par 
,aV 
K — ds dt, 
dn 
dV Feu en ei: ‘ 
or désignant la dérivée de la température V dans le sens de la 
ai . ; 
normale a l’are ds et K un coefficient constant. L’équilibre calo- 
rifique étant supposé établi, la température V ne dépendra que 
de x et y. Considérons une courbe fermée C; la quantité de cha- 
leur passant, dans l’unité- de temps, a travers cette courbe C, sera 
représentée par lintégrale 


Or, cette quantité de chaleur devra étre nulle ; dans le cas con- 
traire, en effet, la chaleur s’accumulerait 4 Vintérieur de C et la 
température varierait avec le temps. On doit done avoir, pour 


toute courbe fermée, 
dV 


Ste 
J dn 


ce qui entraine, d’aprés la formule (3), 


f fav feb hl — 10), 


pour une aire quelconque. On doit done avoir identiquement 
AV =0, 


En transportant, comme I’a fait Ohm, de la chaleur a l’électri- 
cilé les principes de Fourier, on aura la méme équation pour le 
potentiel électrique V dans une plaque conductrice traversée par 
des courants permanents. 

Un troisiéme exemple nous sera fourni par le mouvement per- 
manent sur un plan d’un fluide incompressible et homogéne. Soient 
u(a2,y) et e(x,y) les projections sur Ox et Oy de la vitesse de 
la molécule fluide coincidant, 4 un certain moment, avec le point 
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(2, y). Considérons un élément, que nous pouvons supposer rec- 
liligne ds, et qui passe par (x,y); nous allons évaluer Ja masse 
du fluide passant pendant le temps dé par cet élément. Cette 
masse sera sensiblement celle d’un parallélogramme de base ds, 
et dont autre cété a pour projections sur les axes u dé et de. Si 
cosa et cos désignent les cosinus directeurs de la normale a ds, 


la masse sera alors 
e(u cosa -- 9 cos) dt, 


) désignant la densité superficielle du fluide. 


Or, la masse contenue a Vintérieur d’une courbe fermée C ne 
peut changer pendant la darée du mouvement, puisque le fluide 


est incompressible et homogéne ; on aura donc 


[(u cosa—+ 9 cosB) ds == 0. 
JC 

Or, supposons que uw et ¢ soient les dérivées partielles d’une 
fonction 9(2,y), ce qui correspond au cas oti il n’y a pas de 
tourbillons dans le fluide. On aura alors 


fey OC do 
| ( ? cosa eet cos) ds an) 
dev rae 


a CO 


ou bien 


On en conclut que la fonction, appelée potentiel des vitesses ("), 

salisfait a Péquation 
Ag = 0. 

Les considérations précédentes, relatives au mouvement d’un 
fluide sur un plan, peuvent étre étendues au mouvement permanent 
d‘un fluide sur une surface ; c’est ce qu’a fait M. Klein dans ?Ou- 
vrage que nous avons déja cité, et auquel nous renverrons (p. 17). 
On retombe ainsi sur les équations de M. Beltrami indiquées dans 
la Section précédente. 


(*) Pour tout ce qui concerne les applications de la théorie de léquation de 
Laplace & la Mécanique des fluides, on étudiera surtout admirable Traité de 
Kirchhof!: Vorlesungen tiber mathematische Physik. 
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s 


10, Nous allons maintenant, relativement & Véquation & deax 


Lormcs 
AY =o, 


développer une théorie toute semblable a celle que nous ayons 
(tudide (t, 1, p. 141) pour Péquation & trois termes, La seule dif- 


Mrenee va Consister en ce que nous Hous sommes servi précédem- 
: ; ne \ : ; 
ment de la solution particuliére Uses —») tandis que, maintenant, 
3 


c'est la fonction de 7, représentée par logr, qui sera prise comme 
solution particuliére [7 désignant toujours la distance d’un point 
variable (7, yv) un point (a, b)], 

Si U et V sont deux fonetions harmoniques continues ainsi que 
leurs dérivées partielles des deux premiers ordres dans un con- 


hour G, on a, daprés la formule de Green, 


vj 


dn dn 


Nous supposons la dérivée prise dans le sens de la normale inté- 
reure i Paine, 

Une remarque est indispensable, Pour pouvoir appliquer en 
toute sdourité cette formule, on deyra le plus souvent supposer 
que, non seulementles fonctions U et V sont continues dans Vaire 
limitée par Get sar G lateméme, mais quwil en est de méme des 
dérivées particlles du premier ordre de U et de V3 dans ces con- 


12 AU) dV ’ ° 
ditions, on est assuré que al ont un sens bien déterminé, 
dn dn 


ot Vapplication de la formule ne préte & aueune difficulté, 
Ceci posd, V élant une fonction jouissant des propriétés indi- 
qudes, prenons 
U = logr, 
ot 
Phen (a= a)euie (vm DR, 


Nn supposant le point ACa@, b) d Vintérieur de Paire, déerivons, 
de A comme centre, ayee un rayon e, un cerele T, et appliquons la 
formule de Green aux deux fonctions V et logy pour Vaire limitée 
par les courbes Get Ty TH yvient ainsi 


; dV alogn\ »: 
[(lonr Sn > ye’ jas 6, 


~ 
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Vintégrale étant prise le long du contour total. Les dérivées sui- 
vant les normales, qui figurent dans cette intégrale, sont prises 
suivant la normale intérieure a l’aire. Si donc on veut considérer, 
pour la courbe T comme pour la courbe C, les normales inté- 
rieures a la courbe géométrique elle-méme, on deyra écrire 


_aVv ,dlogr’ at _dVv ,dlogr 
[toss PPR —V “in ) a = [ (ws? vine. —V ae ) a 


Cette derniére intégrale est facile 4 calculer. La premiére partie 


dV 


JD dn 


dV 
rose os ds = loge ds 


est nulle d’aprés la relation (3). D’autre part 


dlogr 1 dr I ( ) 
ae Se COSC TS 72 
dn r dn r J SEvE 


en employant les mémes notations qu’au Tome I, p. 142: or, sur 


la circonférence, 
GOS (i735 78) == Is 


done lintégrale du second membre se réduit a 


a [ vas. 
CAR 


Elle doit étre indépendante du rayon p du cercle [': or, pour e 
trés petit, elle différe trés peu de 


Bie Vv (a, 0), 


V(a, 6) désignant Ja valeur de V en A; elle est done rigoureuse- 
ment égale A cette quantuté, et l’on a la formule fondamentale 


VC, 0) = —- f (tose Se — v8") ats 
C 


I 
27 dn 


11. Dans le cas ot le contour C se réduit 4 un cercle, on peut 
transformer l’intégrale donnant V(a, 6) en une autre, qui ne con- 
tienne plus que V. C’est la méme transformation que nous avons 
faite (t. 1, p. 147). Employant les mémes notations, nous aurons 


16 CHAPITRE I. 


les deux relations 


Higa aie Pe dlogr 
V(ab) = 5. f (loge ak =v) a, 
sat mat) dV dlogr; 
= sap (losr: Se — Ve" Nas 


Il suffira de retrancher ces deux formules pour avoir 


fe dlogr, dlogr 
Vea, Ba fy (AER 


. ye . 
puisque — est constant pour tous les points du cercle. 
1 


Des deux relations (doc. cit.) 


2 = R?+7r2—2Rr coso, 
Lb 


cael 


= R?+ 7?—2Rr; cosg,, 


on tire de suite la valeur de 
diogr, dlogr 
Foor Ee 
dn dn 


c’est-a-dire de 
cos 9 COS Oy 
See kT eh es ee ae 
ip ry 


en se rappelant que 


Wj=R2 et —= 


On trouve ainsi 


V(a, 6) = - 


? 


I pete 
Rre 


JC 


formule qui donne, dans le cas du cercle, la valeur de la fonction V ~ 
en un point (@, 6) queleonque du cercle en fonction de ses valeurs 


sur la circonférence. 


Si nous introduisons les coordonnées polaires (7,9) du point 
(a, b) (on fera attention que r et 9 n’ont pas la méme significa- 
lion que précédemment et que 7 notamment remplace /), la for- 


mule précédente pourra s’écrire 


- 1 Ps V(R2— 7?) 
(4) Via, 6) = 35 Ri 5 Rrcestie Minera 
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Nous avons déja étudié Vintégrale précédente (t. I, p. 248) 

sous le nom dintégrale de Poisson; nous avons seulement fait 

R=1, ce qui, a cause du degré zéro d’homogénéité de l’inté- 
grale en R et r, n’a aucune importance. 


12. De expression (4) de la fonction V, on conclut d’abord 
que, si une fonction harmonique bien déterminée et continue pour 
toute valeur de x et y reste toujours moindre, en valeur absolue, 


qu’une quantité fixe M, elle doit nécessairement se réduire 4 une 
constante. On a, en effet, en désignant par V, la valeur de la 
fonction a l’origine, et quel que soit le rayon R> vr du cercle C, 


27 


s [pee oan Reos(¥—o)—r ; 
ete, ©) Yeas f CMa rreae py arene enema TM baa 


ays Rceos(¥—o)—r 


2 2Rrcos()—o)+ 7? 


est moindre en valeur absolue que 


cans On aura donc 
: i _ ar(R+r) ,, ~ ar(R+7r) 
f mena, <— ee ee eee 
| V(a, 6) oad be Mee ee ae 


Or R est aussi grand que l’on veut; par suite, la quantité 
fixe | V(a, b) — Vo| est rigoureusement nulle, 

Nous retrouverons plus tard cette propriété, sous le nom de 
théoreme de Liouville, 4 propos des fonctions d’une variable 
complexe. 


13. Une autre propriété tres importante de la fonction harmo- 
nique résulte encore de lintégrale précédente. 
P. — II. 2 


* 
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Définissons seulement auparavant ce que nous entendons par 
fonction analytique de deux variables réelles 2 et ». Nous dirons 
qu'une fonction réelle et bien déterminée f(a, y) des deux va- 
riables réelles 2 ety est analytique dans une certaine région du 
plan, quand, dans le yoisinage de tout point (2 9,7,) de cette 
région, on peut représenter la fonction par un développement en 
série 

S(2,7) = Pot 91 (2, ¥) He. Om(2,¥) +... 
o désignant un polyndme homogéne de degré m en 2 — xo et 
y— yo, ce développement étant valable pour toute valeur de x 


ety pour lesquelles 


Jew—ay| et | x¥—pyol<e, 

o étant une quantité suffisamment petite, et si, de plus, la série 
ne cesse pas d’étre convergente quand on remplace, dans tous les 
polyndmes @, chaque terme par sa valeur absolue. 

I] est aisé de démontrer que la dérivée d’un ordre queleonque 
de la fonction /(2, 9) peut se représenter par la série formée 
avee les dérivées du méme ordre des fonctions 9; c’est une con- 
séquence immeédiate des propriétés des séries entiéres d’une va- 
riable étudiées précédemment (t. L, p. 199), puisque, Pordre des 
termes étant indilférent, on pourra, avant chaque différentiation, 
ordonner la série suivant les pwissances de la variable par rapport 
i laquelle on intégre. Ajoutons que, les coefficients du dévelop- 
pement représentant, dun facteur bindmial prés, les valeurs des 
dérivées partielles de la fonction pour «= 0, y= 0, un tel déve- 
loppement ne peut etre identiquement nul sans que toutes les 
fonctions @ soient identiquement nulles. 

La, Cette définiuion bien comprise, nous allons montrer que 
toute fonction V satisfaisant &@ UVéquation AV = 0, continue 
ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres 
dans une certatne aire, est une fonction analytique. 

Soit un point quelconque de laire que nous allons prendre 


pour origine, décrivons de ce point comme centre un cercle de 
rayon R, Reportons-nous a la formule (4) qui détermine V (a, 6) 
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en un point quelconque (a, ) de ce cercle. Ona 


R2— r2 ESeet. R ne R i 
R2—2Rrcosd+72 — R—re®  R—re-ib’ 


or 


avec une identité analogue en changeant ¢ en — ¢. On aura done 


Re 7% = pr 
Meck ROR ion Are ae 2 (ree 
R?— 2Rrcos(} — 9) + 7? a Ra 00872(4 — 9) 
4 


Re | R—reth—-@ ne R — re-i\y—9) 


re re(n+1)i(b—9) re (n+ilb—o) 
Re | | 5 


En substituant dans lintégrale, et remarquant que le reste tend 


vers zéro, puisque ik est plus petit que Punité, on obtient la rela- 


tion 


Vitayb) = “ + N (q)'la cosno + by, sinno}], 
en posant 


dn = = “"fly) cosny dy, b= 2 f" f(a) sinny at, 
0 


0 
J(¥) désignant la valeur de V sur le contour. 


Le développement précédent a pour terme général un polyndme 
homogéne et de degré n en a et 0; en effet, 


a=Pr cos, b=rsing, 


(a+ tb)"=r"cosngo + irrsinng: 


done 7” cosng et r” sin no sont des polyndmes homogeénes de de- 
gré n. 


Nous avons donc pour V(a, &) un développement de la forme 
Po+ 91(4, ot te Om( a, b)+.... 


Or, si dans g(a, 6) on remplace chaque terme par sa valeur abso- 
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lue, ’expression trouvée sera moindre que 


(lel ele 
» (SI) M, 


en désignant par M la limite supérieure, évidemment existante, 
des valeurs absolues des coefficients a, et b,. Or soit 
ered | ie [Gilt or 


le terme général de la série, chaque terme particulier ayant été 


remplacé par sa valeur absolue, sera inférieur a 


; R As 
si done 9 < —, la nouvelle série sera encore convergente. Nous 
2 


sommes done assuré que, pour 
R 
Ja|<-> |b|< —> 
2 2 


la série qui représente V(a, b) converge de la maniére indiquée 
dans notre définiion dune fonction analytique. La fonction V 
est donc analytique. 


15. En désignant maintenant par x, y au lieu de a, b les deux 
variables, nous avons dans le voisinage de tout point (29, Yo) le dé- 


veloppement 
V (2, Y)= Por 91(B — 20, ¥ — Yo) Heo + Ym(%— Xo, ¥ —Yo)+.--- 


Chacune des fonctions homogénes ¢ satisfera 4 l’équation de La- 
place. 

De ce développement on peut conclure que la fonction V ne 
peut avoir en un point (xo, Vo) nt maximum ni minimum. Soit, 
en effet, dans le voisinage de ce point, 


V(2,Y) = 90+ Om(% — %,¥ —Yo)+.-. (m1), 


la fonction (a2 — 29,y— yo) devra, dans le voisinage de (29, 
yo), garder un signe invariable. Or, cela est impossible, puisque, 
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en posant, 
L—%)=P7coso, Y—Yo=Hxrsing, 


ona 
Om=r" (Am cosmo + bm sinmg), 


el que Péquation amcosme + bysinms =o a toujours des ra- 
cines qui sont simples. 

Le méme théoréme peut s’établir en suivant la méme marche 
que Gauss pour le cas de trois variables (t. I, p. 145). Nous avons 
vu, en effet, en établissant la formule fondamentale (§ 10), que 


Vasa | Vas, 
art 


lr étant un cercle de rayon 0 ayant A pour centre. 


Si le point A correspondait 4 un maximum de la fonction, on 
aurait sur la circonférence [, pour 9 suffisamment petit, 


V << Var 
dot 
Vds< JN ds, 
/T D 
c’est-a-dire 
af Vide Va; 
270 r 


ce qui est en opposition avec l’égalité écrite plus haut. 


16. Nous allons tirer immédiatement une conséquence impor- 
tante du théoréme établi au paragraphe précédent. Etant donné 
un contour fermé C, montrons qu'il ne peut y avoir plus d’une 
fonction harmonique continue ainsi que ses dérivées partielles 
des deux premiers ordres dans Uaire limitée par C, et pre- 
nant en tous les points de ce contour une succession donnée de 
valeurs. 

Nous supposons, tout au moins pour le moment, que la succes- 
sion des valeurs données sur le contour forme une suile continue. 
Désignant, d’une maniére générale, par V,, cette série de valeurs 
en un point quelconque m du contour, nous entendons par fonc- 
tion V, prenant ces valeurs sur le contour, une fonction V(a, ¥) 
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qui tend vers V,, quand le point (z, 7) tend vers le point m d’une 
maniére quelconque, en restant a l’intérieur du contour ('). 

Ceci posé, s’il existait deux fonctions jouissant des propriétés 
précédentes, leur différence U satisferait encore a l’équation de 
Laplace et s’annulerait en tous les points du contour. Dans ces 
conditions, elle devrait avoir au moins un Maximum ou un mini- 
mum pour un point situé a l’intérieur du contour, mais cela est 
impossible, d’aprés ce que nous avons vu précédemment. La fonc- 
ton U est donc identiquement nulle, ce qui démontre le théo- 
reme. 


17. Donnons, du théoréme précédent, une autre démonstration, 
ot nous aurons a considérer une intégrale double quia joué un 
réle important dans cette théorie. Faisons, dans la formule préli- 
minaire de Green, V = U, elle deviendra 


J\2 
Si(Gy+4) | ae ay =— futa—f fusvacay. 
Ox , oy A dn Z 


Supposons maintenant que U soit la fonction du paragraphe 


précédent, s’annulant en tous les points de C, la formule se ré- 


S SUB) +B) ers 


et l’on devra avoir, pour tous les points de l’intérieur de l’aire, 


duira a 


0U 0U 
a7 Fie 0; 
par suite, la fonction U est constante a |’intérieur de l’aire; nulle 
sur le bord, elle est donc nulle aussi a V’intérieur. 

Il est important de remarquer que, dans le calcul précédent, on 
fait implicitement une hypothése dont nous n’ayions pas eu be- 
soin dans la premiére démonstration. Pour que l’intégrale curvi- 


“(') On trouvera dans un important Mémoire de M. Painleyé (Annales de la 
Faculté des Sciences de Toulouse, t. Il, p. 19) des remarques intéressantes re- 
latives a cette notion de fonction prenant une valeur donnée sur un are de 
courbe. 
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fu eh ds 


Jo an 


soit nulle, il faut supposer, en général Pig ne devienne pas 
: ; PI a OFS te sh 


infini. Aussi, dans cette seconde démonstration, on doit se bor- 
ner aux intégrales qui restent continues 4 l’intérieur du contour 
et surle contour, ainsi gue leurs dérivées partielles du premier 
ordre. 


III. — Extension a l’équation linéaire générale du second ordre de 
quelques-uns des résultats obtenus pour l’équation de Laplace. 


18. Quittons maintenant, pour un instant, l’équation particu- 
liére 
Ati O; 


et cherchons s’il est possible d’étendre a des équations plus 
générales quelques-uns des résultats précédents ('), Nous pren- 
drons d’abord l’équation 


L Ou 
+2d—+2e— + fu=o, 
xv Oy 


ot d, e, f sont des fonctions continues quelconques de x et y. 

Supposons qu'il existe deux intégrales de cette équation, 
continues dans une aire A limitée par un contour C et prenant 
les mémes valeurs sur ce contour. Nous supposons de plus que 
leurs dérivées partielles du premier ordre restent continues sur le 
contour. Leur différence, que nous désignons par U, s’annulera 
sur C. Formons l’intégrale double 


e2U 8U 0 aU 
SS! See + Ha 28 e 2 8 eee, 


étendue a l’aire A; cette intégrale sera évidemment nulle, puis- 
que la quantité entre crochets est nulle. Donc, en intégrant par 
parties et se rappelant que U =o sur le bord, on a immédiate- 


(') E. Picarp, Comptes rendus, 1888, et Journal de Mathématiques, 1890. 
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ment 


5 dU\? , /U\?_ /dd 
<>? SING) +(5) + (5 + 5S) Us| dedy =o. 


Un premier résultat apparait immédiatement. Si dans l’aire A 
on a pour tout point (2, 9’) 


od de 


da dy 4 7% 


Vintégrale précédente ne pourra étre nulle que si l’on a en tous 
les points de l’aire 


Se 
| 
° 


Ainsi, en paruculier, |’équation 


OAL Osi ave ete 
Gut we oy? 7" 


salisfera a la condition précédente dans toute région du plan oti f 
est négatif. 


19. L’artifice suivant va nous permettre d’aller plus loin. Gar- 
dons toujours pour U la méme signification que plus haut. Si B 
et B’ sont deux fonctions continues quelconques de x et y, on 
aura 


0(BU?) 0(B'U?) carte 
(6) [+o] AAV i—0, 


puisque U = 0 est nul sur le bord. 


Nous pouvons donc écrire, en ajoutant (5) et (6), 


SY (Ge) + (ap) +280 a 


oU © ( oB oB' 
= eS ' pases 2 Tithe steer Meese L p= 
-+2B’'U ee ' hae ay ) | oe 0, 
en posant 
od de 
ag Thay 


Or la quantité entre crochets sous le signe d’intégration est une 
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dU. dU Prove 

forme quadratique en U, ix et a Elle peut s’écrire 

2 j 2 3 ' 
(= SB el oe + B'U) Raritan 4°. — Bi. Bey. 
Ox oy Ox oy 
Elle sera toujours positive si 
OB oB' 


(7) Be ee pee 

Si done on peut trouver deux fonctions B et B! de w et y, con- 
tinues dans laire A et vérifiant Pinégalité précédente, on sera 
assuré que U est nulle en tous les points de Vaire, si elle est nulle 
en tous les points du contour. De la peut se déduire une consé- 
quence intéressante. 

Nous allons faire voir que, quelle que soit la fonction continue 
(x,y), on peut déterminer deux fonctions B et B’ satisfaisant a 
Vinégalité (7), et continues dans une aire, si celle-ci satisfait 4 une 
certaine condition. 

Pour le montrer, remplacons — 9 par sa plus grande valeur ab- 
solue + m?, quand (2, vy) reste dans une certaine région du plan. 
Nous aurons a satisfaire a l’inégalité 


) IB! 
B2-+ B?2-+ m2 < Me + ae ) 
Ox oy 


et cette derniére inégalité entrainera évidemment la précédente. 


Or faisons B’= 0 et prenons B, fonction de x seul, satisfaisant 
i la relation 
dB 


ALE eet 
dx a 


m* élant une constante supérieure & m?. On aura 
B = m, tang(m,x + C), 
C étant une constante. 


En choisissant convenablement cette constante, la fonction B 
reste continue dans tout interyalle donné compris entre deux pa- 


. . . v1 
ralléles & Vaxe des y et dont la distance est moindre que —-- 
1 


Puisque m, différe aussi peu qu’on veut de m, on peut dire que, 
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pour Loute aire comprise dans une bande paralléle i Vaxe des y et 
de largeur moindre que = on se trouve dans les conditions d’ap- 


plication du théoréme. D’autre part, en faisant une transforma- 
tion de coordonnées rectangulaires, on aura, pour chaque direc- 
tion nouvelle de axe Ov, un nombre m. En désignant par m le 
plus grand d’entre eux, et posant 


Tv 


= d, 


mn 


nous pouvons énoncer le théoréme suivant : 


Pour tout contour situé dans la région considérée du plan, 
ilne peut y avoir plus dune intégrale continue prenant des 
valeurs données sur le contour, pourvu que le contour se 
trouve compris entre deux droites paralléles dont la distance 
ne dépasse pas d. 


Il est d’ailleurs nécessaire de sous-entendre toujours la condi- 
tion de continuité sur le contour pour les dérivées partielles du 
premier ordre. 

En particulier, on est assuré de se trouver dans les conditions 
d’application du théoréme sz le contour est suffisamment petit. 


20. Prenons comme application P’équation 


Ou bs Ou ip 
_—_—_ —— ‘ f= 0 
Oar? Oy? ; J 


ot k? représente une constante positive. 


On aura ici 4 = — #? et, par suite, on peut prendre m?= k?. 
Comme d’autre part, sil’on fait une transformation de coordon- 
nées rectangulaires, l’équation ne change pas de forme, on en 
conclut que l’équation précédente aura au plus une solution pre- 
nant des valeurs données sur un contour, si ce contour se trouve 
compris entre deux droites paralléles dont la distance ne dépasse 


yas = 
Ss. 
abeiAy? 


Il est aisé de voir que cette propriété ne subsiste pas pour tout 
contour. Il peut arriver qu'une intégrale de Péquation précédente 
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soit nulle sur un contour sans étre nulle a Vintérieur. C’est ce que 
nous allons montrer sur un exemple : l’expression 


Ae meek 
w= sin — @7sin saree a 
y2 2 
vérifie l’équation précédente, et elle s’annule sur les cétés du carré 
ayant pour cotés 


V2.7 V2.7 


v= 0, z= jas Wi ='0), arya 
21. Au lieu de prendre l’équation 
i ie ek pha ila + fu=o 
Oa oy? tee Diag oy Fae 


on ett pu prendre l’équation plus générale 


Ou Ou Ou 
a Ox? a 64 


0 0 
(a) ad +26 — + fu=o. 
oy 


2° Ox Oy © dy? Ox 


Il est, en effet, facile par un changement de variables de rame- 
ner lun des cas a l’autre. 
Faisons le changement de variables 
§ 


X=f(2,y), 
Ne 0(25/77). 


L’équation («) prendra la forme 


eu Pu Ou Ou 
aK2 gy: + 2D ox + 2E oy + Fu=o, 


si les deux fonctions X et Y satisfont aux équations 
aX), aX X 2a Ee Co ees 
a (=) ~ 2 dan eo te(s = a2 aay On ay ay ? 


Ox 
OX OY b ost Se oy) oe OX Ly 
Ox Ox (5 ox Ox Oy Oy oy 


\ 


a 


On peut remarquer, et cela est intéressant pour la recherche 
effective de X et Y, que ces équations sont celles que l’on obtient 
en écrivant que la forme quadratique 


c dx*— 2b dx dy + a dy* 
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se réduit, 4 un facteur pres, a 


dX? + dY?. 


Il résulte de cette remarque, d’aprés ce que nous avons yu (t. I, 
p- 152), que, pour trouver deux fonctions X et Y de & et y satis- 
faisant aux deux équations trouvées, il suffira d’intégrer une équa- 
tion différentielle ordinaire du premier ordre. 

Ceci posé, nous pouvons étendre a l’équation («) le théoréme 
fondamental du § 19 dans le cas ot la transformation a employer 
est réelle, c’est-a-dire si le point (x, v) est dans une région du 
plan ot 


On peut alors énoncer que, dans cette région du plan, i ne 
peut y avoir plus d'une intégrale prenant une succession don- 
née de valeurs sur un contour, st ce contour est suffisamment 
petit. 


22. Le changement de variables que nous venons de faire n’est 
pas le seul qu’on puisse uullement effectuer pour étude de l’équa- 
tion (a). On peut encore transformer cette équation par un chan- 
gement de variables en faisant disparaitre les dérivées du premier 
ordre, comme I’a fait M. Bianchi (‘). Pour que la transformée 
de («), aprés le changement de variable 


Xai f(xy); 
Y= o(2,y7), 
soit de la forme 
Ou Ou Ou 
fe ' fy ' ; ' er. , ais 
(8 ) w Xx: 2b XoY + ° OY: + fiu=o, 


il faut que /(a, v) et o(a, y) satisfassent lune et autre a lPéqua- 
tion (%). C’est ce qu’on voit de suite en effectuant le changement 
de variables; on devra prendre évidemment deux solutions de 
l’équation («) qui ne soient pas fonctions lune de l’autre. 


23. Les méthodes employées dans les précédents paragraphes 


(‘) Branent, Rendiconti della R. Accad. dei Lincet, 1889. 
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supposent que les fonctions étudiées soient continues sur le con- 
tour ainsi que leurs dérivées du premier ordre. Elles correspon- 
dent a la deuxiéme démonstration donnée (§ 17) de Pimpossibilité 
(un maximum ou @un minimum pour les fonctions satisfaisant 
i Péquation de Laplace. Nous n’avons pas eu besoin de ces hypo- 
theses dans la premi¢re démonstration qui reposait essentielle- 
ment sur la propriété de la fonction harmonique d’étre analytique. 
Dans le cas de l’équation («) du § 21 on peut, en précisant la na- 
ture des coefficients, démontrer que les fonctions qui y satisfont 
sont analytiques, et il est intéressant de rechercher si les résultats 
obtenus pour Péquation de Laplace, en partant de cette hypo- 
thése, sont susceptibles de généralisation. C’est ce que nous allons 
montrer, 

Nous supposons que dans ’équation («) du § 21 les coefficients 
a, b,c, d, e, f soient des fonctions analytiques de « et y dans 
la région considérée du plan. On suppose de plus expressément 


b62— ac<o 


dans celle région ; a el c, qui sont alors de méme signe, peuvent 
étre supposés posits. 

On peut établir que toute intégrale de cette équation bien 
déterminée et continue dans la région considérée du plan ainst 
que ses dérivées partielles des deux premiers ordres est elle- 
méme une fonction analy tique ('). 

Nous admettrons pour le moment ce résultat, et nous allons 
seulement en poursuivre quelques conséquences, en raisonnant 
comme nous l’ayons fait au § 15 pour Péquation de Laplace. Con- 
sidérons d’abord le cas ot / est identiquement nul, c’est-a-dire 
ot Péquation se réduit a 
eu au eu du | Ou 


+ 25 ——— +20¢ + 2d -2€ =o. 


8 thay 8 ey 
\°) * Ox dw dy dy? Ow dy 


Je dis qu'une intégrale uw de cette équation ne pourra ad- 


mettre ni maximum ni minimum. 


(*) BE. Prcanp, Sur la determination des intégrales de certaines equations 
par leurs valeurs le long d’un contour fermé (Journal de UEcole Polytech- 


nique, 1890). 
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Soit, en effet, (a, 7) un point dans le voisinage duquel w et 
ses dérivées partielles des deux premiers ordres sont continues; 
la fonction uw, étant analytique, peut étre développée en série de 
Taylor | 


WU = % + On(% — %, ¥ — Yo) + Onsi(L — Xo, ¥ —PYo)+.--; 


les o désignant des polynémes homogénes en x — xy et y — Vo} 
© représente une constante, et si (a9, 79) correspond a un maxi- 
mum ou aun minimum, onan22. Substituons cette valeur de uv 
dans Véquation (8) et égalons a zéro l’ensemble des termes ho- 
mogénes de moindre degré. On aura nécessairement 


07 On 02 On On 
ay — > +269 —— +e — =0, b2— anen< o 
> dar? 0x oy oy? , ihe ; 


en désignant par dy, bo, co les valeurs de a, b, c pour x= xp, 
ol Oa Se 
Le polynéme g, satisfait 4 une équation analogue 4a celle de 
Laplace; on peut la ramener a cette équation par un changement 
de variables réel 
X = a(x—2%)+ B(y— yo); 
= y(4%¥— x%)+ O(¥ — Yo). é 


Il suffit de suivre la méthode du § 21, et, par conséquent, cher- 
cher la substitution précédente transformant 


Cy dz? — 2b) dx dy + a dy? 
en 


dX2 +- dY?. 


Or c’est un probléme d’Algébre élémentaire que de chercher la 


substitution linéaire 
dX =adx+8dy, 


dY = ydxvx+édy, 


transformant les deux formes lune dans l’autre. La substitution 
sera réelle puisque b5 — ay Cy) <0, et dy > oO. 
o, considérée comme fonction de X et Y satisfait done a l’équa- 
tion 
Pn he On 
OX? oY? 


= 0. 
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La fonction %, pourra done s’annuler en changeant de signe 
dans le voisinage de X = 0, Y= o et, par suite, dans le voisinage 
de 2 = 29, y =o. Il est donc impossible que w ait un maximum 
ou un minimum pour = 2%), V¥ = Yo. 

On en conclut de suite, en répétant le raisonnement fait pour 
l’équation de Laplace, qu’¢/ ne peut y avoir deux intégrales de 
Véquation (8) prenant une succession donnée de valeurs sur 
wn contour C. 

On yoit que Péquation (8) jouit, au point de vue qui nous 
occupe, des mémes propriétés que l’équation de Laplace. 


24. Revenons maintenant a l’équation générale 


Ou Oru Ou Ou 


(a) a +2 +e 2 2€ te fle ae 
Ox? Ox oy oy Ox “Oye toes 


en supposant toujours que le point (2, y) reste dans la région RK 
du plan ot 6?— ac est négatif, et les hypotheses sur les coeffi- 
cients a, b, c, d,e, f restant les mémes. Soit A un point quel- 
conque de cette région R. Il existe certainement une intégrale 3 
de cette équation ne s’annulant pas au point A et gardant par 
conséquent un signe invariable dans un certain domaine D autour 
de ce point. 
-Faisons dans l’équation le changement de fonction 


u=— sv. 


L’équation en ¢ sera du méme type que I’équation (8), elle 
n’aura pas de terme en 9. Elle sera de la forme 


Vs) ser _ 029 Pahl a oc ov se ov 
04 O73 = nay * ° oy a abe 


Puisque z nes’annule pas, par hypothése, dans D, nous pouvons 
appliquer les résultats du paragraphe précédent. Il ne pourra y 
avoir deux intégrales de cette équation prenant la méme succes- 
sion de valeurs sur un contour C contenu dans D. 

Nous pouyons par suite énoncer pour l’équation («) le théoréme 
suivant : 


Autour d’un point quelconque de la région K, on peut déli- 


32 CHAPITRE I, 


miter un domaine D, dans lequel le probleme de la détermi- 
nation d’une intégrale par ses valeurs sur un contour quel- 
conque contenu dans D ne pourra avoir plus d’une solution. 


C’est le théoréme que nous avons obtenu aux § 19 et 21. On 
yoit que nous n’avons pas eu besoin ici, dans les raisonnements 
employés, de faire intervenir les valeurs des dérivées partiélles du 
premier ordre sur le contour. Le résultat est en ce sens plus pré- 
cis, mais nous avons par contre l’inconyénient de démontrer 
seulement l’existence de ce domaine suffisamment petit D, sans 
indiquer aucune possibilité de trouver effectivement un tel do- 
maine, ce que notre premiére méthode (§ 19) nous avait au con- 
traire permis de faire. Il resterait 4 rechercher si, pour les do- 
maines trouyés dans la premiére méthode, on ne pourrait arriver 
a se débarrasser de l’hypothése supplémentaire relative aux déri- 
vées du premier ordre. Cette discussion trouyera sa place dans 
une autre partie de cet Ouvrage. 


25. Terminons ces généralités en considérant encore léquation 


is OT Le oe Ou iy OL ee ey Ee ¥ ; 
Pe Ete Ay eee 1 — +2e—-+ fu= 
Ox? ° Ox oy oy? Ox oy E : 


el supposant que, dans la région R ott 
b?— ac <o, AsO; 
on ait de plus f <0. 


Nous allons montrer que dans ces nouvelles conditions ¢d ne 
pourra y avorr plus d'une intégrale de Véquation prenant sur 
tout contour fermé contenu dans RK une succession continue 
donnée de valeurs. 

Si deux intégrales prennent les mémes valeurs le long d’un 
contour, on aura une intégrale qui s’annulera le long de ce con- 
tour. Considérons donc une telle intégrale uw de l’équation précé- 
dente; elle gardera un signe invariable dans le contour, ou bien 
elle s’annulera le long de certaines*lignes; dans le second cas, 
aire se trouvera partagée en plusieurs aires partielles, sur le pé- 
rimétre desquelles Pintégrale s’annulera, en gardant a l’intérieur 
un signe inyariable, { 
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Prenons l'une d’elles, et supposons w positif a Vintérieur. Pour 
un point au moins (#9, v7») 4 Vintérieur, uw devra passer par un 
maximum ; soit UW) > o la valeur de w pour (x, 70). 

Développons u en série 


U = Up+ Un(X— 4%, Y —Yo)+---, 


n, qui est plus grand que wn, doit étre nécessairement égal a 
deux; car, dans le cas contraire, l’ensemble des termes constants 
dans l’équation se réduirait a fy uo, en désignant par /y la valeur 
de f pour (29, 7%»); on devrait done avoir uy)= 0, ce qui est im- 
possible si la fonction n’est pas restée constamment nulle a Vinté- 
rieur de l’aire. Nous avons donc n = 2; soit 
Ug = a(@ —a)?+ 2B(xr—a%y)(¥—Yo)+Y¥(¥ —No)?- 
Puisque (2 9, %») correspond a un maximum, 
a<0, 420, B2— ay <o. 

D’autre part, en substituant dans l’équation différentielle la 

valeur de w, on trouve de suite 


(9) 2(ao% + 2698 + coy) + foto = 0, 


en désignant par do, bo, cy les valeurs de a, b, c pour (29, 70). 
On a d’ailleurs 


aAy> 0, Ch; b? — agen <0. 
Or de linégalité évidente 
(ay% + Coy)? > Ganenay, 


nous concluons successivement, en nous reportant aux inégalités 


écrites plus haut, 
(aoa + Coy)? > 4aocoB?, 


(ay% + Coy)? > 453 B?. 


La valeur absolue de ax -+- cyy est donc supérieure a celle de 
2bo8. Or aox + coy est négatif; done 


ayrz+2bo8 + Coy 


est certainement négatif. D’ailleurs /y uo est aussi négatif, puisque 
P. — Il. 3 
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Uy >> 0, fo<o. Nous sommes ainsi conduit a une contradiction, 
car la relation (g) devient, dans ces conditions, manifestement im- 
possible. L’hypothése faite est donc inadmissible : une intégrale 
nulle sur le contour sera nécessairement nulle a l’intérieur, ce qai 
démontre le théoréme. 
Comme exemple, citons l’équation 
Ozu Ou 


Ox? is oy? 


7 
Il ne pourra y avoir plus d’une intégrale de cette équation pre- 
nant sur un contour quelconque une succession donnée de ya- 
leurs. 


26. Nous avons, dans les paragraphes précédents, déduit nos 
conclusions de ce que les intégrales étaient nécessairement des 
fonctions analytiques. Dans une Thése récente (‘), M. Paraf a 
montré qu’on pouvait arriver bien simplement aux mémes con- 
clusions, sans s’appuyer sur aucun résultat antérieur, ce qui dis- 
pense méme de l’hypothése que les coefficients soient des fonc- 
tions analytiques. Partons de l’équation 


@u ou Ou Ou 

ae oy Se oe nly ae 
On suppose que, dans une aire A limitée par un contour G, le 
coefficient ¢ soit constamment négatif (et non nul). Nous youlons 
montrer qu’il ne pourra y avoir deux intégrales de l’équation, 
bien déterminées et continues ainsi que leurs dérivées partielles 
des deux premiers ordres, prenant sur C les mémes valeurs. Con- 
sidérons, en effet, ]a différence uw de deux telles intégrales, qui 
s'annule sur C. Nous allons voir qu’elle ne peut prendre aucune 
valeur positive dans A. Si, en effet, elle devenait positive, elle 
aurait une limite supérieure qu’elle atteindrait au moins pour un 
point (2, 7) de V’intérieur de Vaire. Donnons alors a y la va- 
leur fixe yo et considérons la fonction u(2, 7). ll est clair que 


0 ; ‘ 
(3) est nul; d’autre part la formule de Taylor, arrétée au se- 
0 


(') A. Parar, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. V1, 1892. 
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cond terme, 


Uu(@, Yo) = U(X; Yo) + 


? 


(x7 — x)? [a | 
2 Ox? Xy+9 (x—a2xXq) 


Ox 
traire, le second terme du second membre serait positif pour x 
voisin de x9, ce qui conduirait a u(x, ¥o) > u(x, Yo). Ainsi 
donc, pour 


Ou : , ‘ 
montre que ( —) doit étre négatif ou nul, car, dans le cas con- 
2}, 


T= 2, i ae 


on aura 
2 
ou ane eu ann 
Ox 2 Ox — 
et pareillement 
du sa Ou ey 
oy oy2 =) 


tandis que 
10 et Ce 


Ces égalités et inégalités sont incompatibles avec l’équation 
différentielle. Il est done établi qu’aucune intégrale ne peut avoir 
dans A un maximum positif; elle ne peut non plus avoir un mi- 
nimum négatif, comme on le voit en changeant uw en — uw. II en 
résulte que si la fonction uw est nulle sur le contour, elle sera 
nulle 4 Vintérieur. Ce résultat s’étend méme au cas ot, a linté- 
rieur du contour, ¢ serait négatif ow nul, tandis que, dans la dé- 
monstration précédente, nous avons di supposer que c ne s‘an- 
nulait pas; nous renverrons pour ce point au travail de M. Paraf. 


IV. — Probléme de Dirichlet. Recherche de la fonction harmo- 
nique prenant des valeurs données sur un contour. Méthode de 
M. Neumann. 


27. Nous avons maintenant 4 chercher si, étant donnée une 
succession continue de valeurs sur un contour, il existe une. fonc- 
tion harmonique continue a l’intérieur de l’aire limitée par le 
contour et prenant sur celui-ci les valeurs données. 

Dans sa célébre dissertation inaugurale, Riemann a donné de:ce 
probléme, qu'il appelle le principe de Dirichlet, une démon- 
stration extrémement simple. Quoique cette démonstration ne pré- 


sente pas une rigueur suffisante, nous devons l’exposer; elle rend 
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en effet tout au moins trés vraisemblable le théoréme en question 
et elle est le type d’un genre de raisonnement fréquemment em- 
ployé en Physique mathématique et dont, faute de mieux, on doit 
souvent se contenter. 


‘28. Commencons par démontrer le théoreéme suivant. Considé- 
rons une fonction harmonique w continue ainsi que ses dérivées 
partielles des deux premiers ordres dans l’aire limitée par un con- 
tour C, et supposons que sur le contour lui-méme vw et ses déri- 
vées partielles du premier ordre soient continues. 

On forme lintégrale 


= J [1 Ga) +(e) leew 


v représentant une fonction quelconque satisfaisant aux mémes 
conditions de continuité que w et prenant sur le contour les 
mémes valeurs. Dans ces conditions, /’intégrale précédente sera 
minima pour v= lu. 

Soit, en effet, » —uw—h; la fonction hf sera nulle sur le con- 
tour et ’on aura 


= ff(2)+(2) ea ffEE ee aw 
“ff Z) Je 


Or la seconde intégrale est nulle d’aprés la formule prélimi- 
naire de Green qui peut s’écrire 


Ou oh ee oh du 
SSG pret: oy >) dx dy = Lie s— fi h Auda dy. 


L’intégrale I est donc moindre pour ¢=u que pour toute 


autre fonction ¢ prenant les mémes valeurs sur le contour. 

A ce théoréme, nous pouvons joindre une réciproque. Les con- 
ditions de continuité restant toujours les mémes pour les fonctions 
considérées et celles-ci prenant de plus, toutes, les mémes valeurs 
sur le contour, si Vintégrale | est minima quand on met a la 
place dev une certaine fonction u, celle-ci satisfait a V’équa- 


tion 
AU =O; 
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Posons 
e9=u+4h, 


2 désignant une constante et / une fonction de x ety s’annulant 
sur C. Pour cette fonction, on aura 


Ou Ou\2 Ou oh Ou Oh’ 
= Je ee te a 5) OY 
oh Oh\2> 
te ff (ae) + (Gy) |e 


Or le coefficient de « peut s’écrire 


—2 [fr Au dx dy. 


Si ce coefficient n’est pas nul, la somme des deux derniers 
termes dans l'expression de I sera certainement négative si l’on 
prend « suffisamment petit et d’un signe conyenable. Puisque, 
par hypothése, Vintégrale I est minima pour » = wu, il faut néces- 
sairement que 


(10) [fi Audxdy =o. 


Or la fonction / n’est assujettie qu’d la condition de s’annuler 
sur C et d’étre continue ainsi que ses dérivées partielles des deux 
premiers ordres. Supposons qu’en un point (2, 79) 4 Pintérieur 
de Vaire, Aw ne soit pas nul : il sera d’un signe invariable dans le 
voisinage, soit a lintévieur d’un cercle TV de rayon p ayant (29, Yo) 
pour centre. Définissons alors h par la condition qu’elle soit nulle 
entre C et P, et que, a Vintérieur de I 


h =[p?—(w —2)'—(y —yo)*]". 


Si Ventier m est supérieur 4 dew, la fonction ainsi définie s’an- 
nulera sur C et sera continue ainsi que ses dérivées partielles 
des deux premiers ordres. Mais pour une telle fonction, Vinté- 
grale (10) ne pourra évidemment pas étre nulle. [len résulte qu’en 
tous les points de laire 


| Ait =O, 


comme nous voulions l’établir. 
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29. Les deux théorémes précédents sont a labri de toute ob- 
jection. Il n’en est pas de méme de la fin du raisonnement par le- 
quel Riemann établit existence d’une fonction harmonique wu 
prenant des valeurs données sur un contour. 

Considérons toujours Vintégrale 


SF (Ga) + Gey Jere 


» désignant une fonction quelconque assujetlie seulement, sauf 
les conditions indiquées de continuité, a prendre la succession de 
valeurs données sur le contour. Cette intégrale est nécessairement 
positive et ne peut s’annuler; il y a donc une limite (') au-dessous 
de laquelle elle ne peut descendre. Désignons par u la fonction 
pour laquelle Vintégrale atteindrason minimum; la fonction u, 
d’aprés le théoréme précédent, sera harmonique et le probléme de 
Dirichlet se trouve ainsi résolu. 

J'ai souligné le point défectueux dans la déduction précédente. 
On ne peut étre certain a priort qu il existe une fonction u, sa- 
tisfaisant aux conditions de continuilé, pour laquelle l’intégrale 
atteigne effectivement sa limite inférieure. C’est la une objection 
capitale qu’il semble impossible de tourner. Aussi ce mode de dé- 
monstration n’est-il plus aujourd’hui considéré comme suffisant; 
il présente de plus un autre inconyénient : ilne donne aucun moyen 


W@obtenir, ne fit-ce qu’approximativement, la solution que lon 
cherche. 


30. Le probléme proposé, que nous avons déja donné dans le 
cas du cercle (p. 16), a été traité rigoureusement par M. C. Neu- 
mann dans le cas d’un contour convexe. M. Schwarz a montré 
ensuite comment on pouvyait, dans des cas étendus, passer d’un > 
contour convexe a un contour plus compliqué, ce qui lui a permis 
de traiter la question dans le cas d’un contour limité par des ares 


, 


réguliers de courbes analytiques. Enfin M. Poincaré a donné du 


(*) Nous admettons ce point sans plus d’explication, mais il ne présente au- 
cune difficulté, comme le montre Riemann dans sa Dissertation. On pourra 
aussi consulter sur cette question du principe de Dirichlet, d’aprés Riemann, la 
Thése de M. Simart (Paris, 1882). 


: 
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probléme de Dirichlet une méthode extrémement originale et qui 
différe complétement par le point de départ des méthodes précé- 
dentes. Nous nous bornerons dans ce Chapitre a développer la mé- 
thode de M. Neumann, qui nous servira en méme temps a établir 
quelques propriéltés importantes de la fonction harmonique. Les 
méthodes de MM. Schwarz et Poincaré seront développées dans 
d’autres Chapitres. 

Nous avons déja donné, dans le cas de l’espace, la méthode de 
M. Neumann, modifiée en mettant a profit une idée de Kirchhoff : 
nous suivrons absolument la méme voie dans le cas du plan. 

Nous avons supposé que la surface considérée était convexe et 
avaiten chaque point un plan tangent déterminé. Nous garderons 
pour le contour plan, que nous avons maintenant 4 considérer, les 
mémes hypotheses, sauf toutefois que le contour, toujours con- 
vexe, pourra avoir un nombre limité de pointes. En ces derniers 


points, le contour aura deux tangentes. 


31. Une intégrale analogue a celle de Gauss (t. I, p. 121) nous 


sera fournie par Vintégrale 


(11) [as 


r 


étendue a une courbe fermée C, r désignant la distance d’un point 
fixe A dun point M de Pélément d’are variable ds de la courbe, 
et Vangle 9 représentant langle de la direction MA avec la normale 
intérieure a la courbe au point M. 

La signification géométrique de cette intégrale est immédiate ; 
elle représente la somme des angles, pris avec un signe, sous les- 
quels du point A on yoit les éléments ds de la courbe. L’inté- 
grale (11) sera done égale 4 2x quand le point A sera a Vintérieur 
de la courbe CG, elle sera nulle quand le point sera extérieur a la 
courbe, et elle sera égale 4 ~ quand le point sera en un point ordi- 
naire de la courbe. Si enfin le point A est une pointe du contour, 
Vintégrale sera égale 4 Pangle « que font les tangentes aux deux 
courbes qui forment la pointe. Dans Vhypothése ot nous sommes 
d’un contour conyexe, « sera inférieur a =. 

Nous pouvons généraliser lintégrale précédente, comme nous 
Vavons fait (t. I, p. 153). Désignant par a, 6 les coordonnées 
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de A, nous formons lintégrale 


Wed, [o59)— f ESE as, 
J¢ r 


ol p désigne une fonction continue du paramétre qui fixe la po- 
sition d’un point sur la courbe. Cette intégrale, considérée comme 
fonction de (a, b), est une fonction continue, ainsi que ses déri- 
vées partielles quand le point A est 4 lintérieur ou a l’extérieur de 
la surface. De plus, elle satisfait 4 l’équation de Laplace; c’est ce 
qu’on voit de suite en mettant Vintégrale sous la forme 


dlogr 
— fu 2 dc, 
Jo dn 


Saye ease mate he 
car = = cos (t. I, p. 142). 


Or pour un point (a, vy) du contour C, logr considéré comme 
fonction de (a, 6) satisfait a V’équation de Laplace, et il en est 
par suite de méme de 


ce qui entraine la méme conclusion pour Vintégrale. 


La fonction V(a, b) éprouve une discontinuilé pour le passage 
par la courbe C, Pour étudier cette discontinuité, il n’y a qu’a 
suivre, sans y rien changer, le mode de raisonnement employé 
pour espace (t. I, p. 154). La seule différence sera que = sera 


7 T . : 2 
partout remplacé par — dans les formules, puisque la circonférence 
2. 


de rayon un est égale 4 27, tandis que l’aire de la sphére de rayon 
un est égale a 4x. Prenant un point fixe s sur la courbe C, et dé- 
signant par py la valeur de y. en ce point, on montrera que 


W (a, 6) =f Sora te ONE cle 
c 


est une fonction continue de (a, 6), au point s, c’est-a-dire qu'elle 
tend vers la méme valeur, de quelque maniére que le point (a, b) 
tende vers s. En conservant les mémes notations, on aura donc 


Vis = Vv, + Ths, Vee — V;— Ths. 
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Ces formules supposent que le point s ne soit pas une pointe 
sur le contour. S’il en était ainsi, « désignant langle des tangentes, 
on aurait, en écrivant toujours que W(a,) est continue au 


point s, 
Ves = Vis — 27% ps = Vs— aps. 


32. On établira encore une remarque analogue a celle du § 10 
(t. I, p. 155). On partage la courbe C en deux parties « et 6, et 
soient s et s’ deux points quelconques de la courbe. Désignons 


d’une maniére générale par IY VPintégrale 


¥ cose 
at ee - do 
- 
iS 
relative au point s et étendue a une portion 5 de la courbe. On 
peul trouver un nombre compris entre séro et un, tel que 
Hi i 
on ail 
I f 
io Ne ae Oh | 1?) I 
rie 


quelles que soient les positions de s et s' sur la courbe. 


Je ferai seulement une remarque sur la démonstration, remarque 
que nous n’avions pas eu l’occasion de faire pour les surfaces con- 
vexes, leur supposant toujours en chaque point un plan tangent 


unique. Il est un cas ot la somme 


peut atleindre séro. Il faut pour cela que chacun des deux termes 
s'annule; la partie a devra done se composer de deux droites dont 
s est le point de rencontre, et il en est de méme de %, qui se com- 
posera de deux droites se rencontrant ens’. La courbe convexe, que 
nous considérons, se réduira alors nécessairement a un triangle 
ou 4 un quadrilatére. Ce sont les seuls cas ot n’existe pas ce 
nombre i, différent de zéro. Ces deux courbes sont donc exclues 
pour l’application de la méthode. 


33. On établira enfin une derniére propriété de Vintégrale 


Vs= _ {soe ds 
iy FP 
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prise pour un point s de la courbe C. Il n’y a, je le répéte, 
x Tw . 
qu’a changer z en = dans tous les raisonnements et calculs (t. I, 


p- 157). En désignant par M et m le maximum et le minimum de p. 
sur la courbe, on a, pour deux points quelconques s et s, de C, 


V;— Vs,£(M—m)oe, 


oti le nombre p (qui est égal 4 1 — d) est une constante positive 
comprise entre zéro et un. 

En particulier, si M, et m, désignent le maximum et le mini- 
mum de V, sur C, ona 


M,;— m,S(M—m)o. 


34. Il suffira maintenant d’indiquer l’énoncé de la solution du 
principe de Dirichlet; on se reportera pour la démonstration (') 
au Tome I, p. 158. 

Soit une fonction continue U définie sur la courbe C; en dé- 
signant toujours par U; la valeur d’une fonction U au point s, je 
forme l’intégrale 


Ui(a,b)=— Sf 8 (U— Uy) ae. 
a Cc 


r 


Quand le point (a, 0b) est en s; elle a une valeur parfaitement dé- 
terminée. U!. L’ensemble de ces valeurs, quand le point s se dé- 
place sur la courbe C, définit une fonction U' sur cette courbe. 
Formons de méme Vintégrale 


27 


ur(a,b)=— = f S88 (ui— Ut) de, 
C0} 


qui permettra de définir une nouvelle fonction U? sur C; et ainsi 
de suite en ayant d’une maniére générale 


| I cose te 
Un(a,b)=— — | —+(Un-1— U2") ds. 
2 C r 
La série 


U+U'+U!9+...4+ U4... 


(*) Je profite de l’occasion pour rectifier une erreur d’impression. Aw lieu de 
puisque U — U, est compris entre 2M et 2m (ligne 9 en remontant, page 159), 
il faut lire puisque U— U, est compris entre M— m et m— M. 
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est convergente sur la courbe C, et Vintégrale 


Vie By wef SE (UE U.N.) 
oy 1 C Ye 


résout le probleme de Dirichlet, c’est-a-dire quelle satisfait a 
Véquation de Laplace, et que V(a, b) tend vers U;, quand le 
point (a, b) intérieur a C tend vers le point s de cette courbe. 


35. Dans ce qui précéde, nous avons supposé que la succession 
des valeurs données sur le contour était une fonction continue. 
Il est intéressant, pour diverses applications, d’examiner le cas 
ot la fonction U, donnée sur le contour, tout en étant en général 
continue, aurait un certain nombre de points de discontinuité ot 
elle passerait brusquement d’une valeur finie 4 une autre valeur 
finie. Supposons, par exemple, qu’il y ait sur le contour deux 
tels points A et B( fig. 2), et soient, quand on parcourt le contour 
dans le sens positif, a et & les valeurs correspondantes des discon- 
tinuités, de telle sorte que, si U,_, désigne la valeur de Uy quand 


0 


le point variable M tend vers A en marchant dans le sens de la 
fléche, et si U,,. désigne la valeur limite de Uy quand M tend 
vers A dans le sens inverse, on ait 


Use — Use = 
et, de méme, 
Up—e — Upie = b. 


Pour résoudre, dans ce cas, le probléme de Dirichlet, on pour- 
rait suivre la méthode précédente en commengant par discuter 
Vintégrale généralisée de Gauss, quand la fonction » éprouve des 
discontinuités de la nature indiquée. M. Schwarz a montré que le 
cas ot la fonction U est discontinue peut se ramener immédia- 
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tement au cas ot la succession des valeurs données sur le contour 
est continue ('). Conceyons, en effet, la fonction U prenant sur 
le contour la succession, discontinue en A et B, de valeurs données; 
si on désigne par (a, a’) et (8, 8’) les coordonnées de A et B, la 


fonction 
Ul Ul 
a —o b /—B8B 
— arc tang ca + = are tang gest 
T x — o 


™ «a —B 


est parfaitement déterminée dans laire limitée par C, quand on 
a une fois choisi, en un point, la détermination que l’on veut adop- 
ter pour les arc tang; de plus cette fonction est une fonction har- 
monique. Enfin, quand le point (x, vy) tend vers A en suivant le 
contour, d’abord dans le sens positif, puis ensuite dans le sens 
négatif, la différence des deux valeurs limites est manifestement 
égale a a, si, comme nous le supposons, A n’est pas une pointe. 
La différence analogue pour B est égale a b. Or formons mainte- 
nant expression 


La différence des deux valeurs limites que prend cette fonction 
quand (2, v7), sur le contour C, se rapproche de A d’un cété ou 
de l'autre, sera égale a séro, etil en sera de méme pour B. Ad- 
mettons que cette expression qui, 4 proprement parler, n’a pas de 
valeur en A, ait pour valeur la limite précédente relative a ce point, 
et de méme pour B; nous pourrons dire alors que la fonction V 
prend une suite continue de valeurs sur le contour Cet nous pour- 
rons Pobtenir comme il a été yu plus haut. On en déduira la va- 
leur de U par la formule 


fl Ul 

a y—4 b — 
U=V-+ — arc tang ~——— + - arc tang vase 
T Z—a a—f 
36. Les considérations précédentes nous permettent de déter- 
miner une fonction harmonique U qui, en dehors des points A 
et B, prend sur le contour une succession continue de valeurs 


(1) M. Jules Riemann a tiré trés heureusement partie de la méme idée dans 
le cas des aires limitées par plusieurs contours. Voir sa Thése sur le probléme 
de Dirichlet (Annales de l’Ecole Normale, 1888). 
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données. Il nest pas certain, @apreés ce qui a été yu jusqu’iet, 
que cette fonction soit unique. Le résultat est cependant exact si 
Yon ajoute l’hypothése que la fonction reste, en valeur absolue, 
inférieure a un nombre fixe dans le voisinage des points de 
discontinuité. 

Il faut, pour établir ce théoréme, montrer qu’une fonction har- 
monique U prenant sur C la valeur zéro, sauf en certains points A 
et B dans le voisinage desquelles on suppose qu’elle reste finie, 
est nécessairement nulle identiquement. 

Nous démontrerons ce résultat en supposant que le contour C 
se réduise 4 un cercle. Ce ne sera pas restreindre la généralité du 
théoréme si l’on admet, comme il sera démontré plus tard, qu’on 
peut faire la représentation conforme de Vaire considérée sur un 
cercle (Chapitre XI). 

Nous considérons done une circonférence C de rayon K et de 
centre O et deux points A et B sur cette courbe. Nous donnant 
@abord un nombre 7 fixe, mais aussi petit qu’on youdra, nous 
tragons deux angles « et ® d’ouverture 24 et de sommet O, ayant 
respectivement OA et OB pour bissectrices. On peut, d’autre part, 
trouver un cercle R, (Ry < R) tel que, sur la portion de cette cir- 
conférence extérieure aux angles « et 8, les valeurs absolues de U 
soient moindres que ¢, en désignant par ¢ une seconde quantité 
donnée a l’avance aussi petite qu’on voudra,. Sur les ares de la cir 
conférence R, correspondant aux angles @ et 8, on aura, (apres 
Vhypothése faite, 

|U| <M, 


M étant une constante fixe. 


Nous pouvons déterminer la fonction harmonique U en nous 
servant de la formule de Poisson relativement a la circonférence Ky. 
On voit alors que, pour un point quelconque P, intéricur d cette 
circonférence, on a 


| Up| < Ae + pn, 


2 et wu étant deux quantités finies indépendantes de ¢ et 7 : c'est ce 

qui résulte de suite de la décomposition de Vintégrale en deux 

parties. Or ¢ et 4 sont deux constantes aussi petites que l’on veut. 
P. — Il. 3% 
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Il est done bien établi que la fonction harmonique U est rigou- 
reusement nulle, 

I est facile de donner un exemple d’une fonction harmonique 
s'annulant en tous les points @une circonférence, sauf un seul, 
continue (ailleurs 4 Vintérieur ct n’étant pas identiquement nulle. 
Il suffit de prendre 


av 


U . he Gj 


07 mt 
aétant une constante, Cette fonction s’annule sur la circonférence 


MA f, Le 9 
représentée par | equation 
D -\- A( Dr nte y2) =O, 


saul A Vorigine; son module ne restant pas au-dessous d’une limite 


fixe M, le théoréme précédent n’est pas applicable. 


37. IL est intéressant de rechercher quelle est la limite des va- 
leurs que prend U(a, vy) quand le point (a, y) tend vers un 
point A du contour ot la succession des valeurs données est dis- 


continue, On y parvient de suite, en se reportant a la formule 


ut y— a! 
U V + y “are tang J : 
™ v— os 


Va en chaque point de discontinuité une yalear déterminée. 
Supposons, en premier lieu, que le point (a, vy) se rapproche du 
point A, en restant sur le contour C et en marchant @abord dans 
le sens positif et ensuite dans le sens négatif, En écrivant U sous 
la forme 
/ 
a fi me Of 
U = W- —are tang J “) 
T Onn & 
W étant comme V parfaitement déterminée en A,’on aura succes- 
4 


sivement les valeurs limites 


a 

(o “9 

4) Wa = Bi 

(@) Wa (Gaon 
vid 


) désignant Vangle que fait avee Ow la tangente A la courbe en A 
menée dans le sens négatif, On aura done, quand le point (a, yv) 
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tend vers A, en étant a Vintérieur de la courbe, 
a ' 
(y) Wat : 0’, 


9’ correspondant a la direction limite suivant laquelle (., 7) tend 
vers A, et l’ona 
§@—r<'<—A: 


expression (y) est comprise entre (a) et (8). 


En faisant varier 6 on obtiendra toutes les valeurs comprises 
entre les deux valeurs extrémes («) et (8). Ce résultat est bien 
d’accord avec ce que nous ayions trouvé dans le cas particulier du 
cerdle (t. I, p, 955). 

Supposons, en particulier, que la succession des valeurs don- 
nées soit séro sur une partie de la courbe et unr sur lautre. Soit 
toujours A un des points de discontinuité. I résulte de ce qui 
précéde que si (2, y) tend vers A en restant sur une courbe qui 
ne soit pas tangente ala courbe Cen A, la limite des valeurs que 
prend U(z, v7) est un nombre ) plus petit que Vunité. Nous au- 
rons plus tard a faire usage de ce cas particulier. 


(te) CHAPITRE I, 


CHAPITRE I. 


DEVELOPPEMENTS EN SERIES EL PROLONGEMENT 
ANALYTIQUE DES FONCTIONS HARMONIQUES ET 
DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE, 


I. — Développements en séries et extension des fonctions 
harmoniques. 


1. Nous avons déja indiqué (Chap. 1, § 14) un développement 
en série dune fonction harmonique. IL nous faut reprendre avec 
plus de détail Pétude des développements de cette forme. En par- 
lant de Vintégrale 


ee Be ee elas PERS 
R?—oRrecos(y—)+ 72! : 


our et @ désignent les coordonnées polaires du point A dont x 
ety désigneront les coordonnées rectangulaires, nous avons ob- 


tenu le développement 


mw * 

; a — /r\ym : 

Via, y)= ~ -|- S (a) (Am COSMY + by sinmg), 
mel 

ou 
j oat I 27 
an= = { S(%) cosmy dt, by = = i S(Y) sinmd db. 
“0 aay 


Ce développement converge pour tous les points intérieurs au 
cercle de rayon RK, On a yu aussi que le terme de rang m dans la 


série était un polyndme homogéne et de degré m en & et y. 


2. Ceci rappelé, proposons-nous une question inverse en con- 


DEVELOPPEMENTS EN SERIES. 4g 
sidérant @ priort une série de la forme 


mae 


i 
Qa) Ag+ > r®(Am cosmo + Bm sinmo), 


mai 


les A et B désignant des constantes. J’envisage les deux séries 
§ § 


Arh et . Byrm. 


Ce sont deux séries ordonnées suivant les puissances croissantes 
de +. Elles ont done chacune un certain champ de convergence 
(t. 1, p. 199); prenons le plus petit de ces deux champs de con- 
vergence, soit lintervalle (— L, + L). La série (1) sera uniformé- 
ment convergente quand le point (x,y), (w=rcose, y—=rsing) 
sera 4 V’intérieur du cercle de rayon L—g, ¢ élant une quantité fixe 


aussi petite qu’on voudra; les deux séries 


~ > 
S [Am| rv et > | Ba | rm 


sont, en effet, convergentes pour r < L. 


Nous appellerons cercle de convergence de la série (1) le cercle 
de rayon L ('), Cherchons quelques propriétés de la fonction de 
ret de 9, ou de x et y, ainsi définie dans ce cercle. Soit 


r™ COSMO = Um(2,/Y), r’ sin MO =O0mn(2,yY): 


Um el Pm, nous lVavyons déja dit, sont des polyndmes homogénes 
et de degré m en x ety, etlona 


Um Wm =(e+ iy)”. 


Nous avons done la fonction V(z, 7) définie, dans le cercle de 
‘rayon L, par le développement 


me 


Viz; Y= Ag+ >} (Am m+ By Pm ). 


m=l 


(*) Il n’est pas impossible que la série converge en dehors de ce cercle, mais 
nous ne nous occupons de la série qu’a l’intérieur de ce que nous appelons le 
cercle de convergence. 

P. — Il. 


= 
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Montrons d’abord que la fonction V(a,y) aura des dérivées 
partielles de tout ordre et qu’on pourra les obtenir en faisant la 
somme des dérivées correspondantes des termes de la série. II suf- 
fira de démontrer le méme théoréme pour la série (1) considérée 


comme fonction de r et de 9; soit done 


m= = 
U(r, o)= Ag+ . r”(Am cosmo + By sinmg). 
774 


Nous allons supposer r<L’, L! étant une quantité plus petite 


que L mais qui en est aussi voisine qu’on youdra. Les deux séries 


>| Am | Lim et y | Bm | L'™ 


sont convergentes ainsi que les séries 


> m|Am) L', | Bona Lie. 


On aura dabord évidemment, d’aprés les propriétés des séries 


entieres, 


772 = 
aU ~ ; 
Se mr@—1(A,, cosmo + By», sinme). 
aye : j ‘ : 
re 


Prenons maintenant la série des dérivées par rapport a © 


m= 2 
~~ i 
mri (— Ap sinme + By, cosmo). 
m=1 


Cette série sera convergente, et de plus, si on Ja considére 
comme fonction de ¢, elle sera uniformément convergente, 9 va- 
riant de o a a7. Donec, d’aprés un théoréme fondamental (t. I, 


p- 197), elle représentera = - Le théoréme démontré pour les dé- 
rivées du premier ordre, qui sont des séries de méme forme que 
la proposée, s’étend aux dérivées de tout ordre. 

Ainsi la série (1), considérée comme fonction de r et de , a des 
dérivées partielles du premier ordre qui s’obtiennent en formant 
la série des dérivées des termes successifs. Par suite, on aura le 
méme théoréme pour la fonction V considérée comme fonction 
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de x et y. Remarquons de plus que V a des dérivées partielles de 
tout ordre qui se trouvent représentées par des séries de méme 
forme. Ainsi 


mo 
ove ; \ OUm | B Om 
FO to s BRAT ert ae a 
m=i1 
mals 
Um + Wm = (2 + Ly), 
Um—1-+ Wm-1 = (2+ iy Nike ae 
donc 
Om — .Om _ . 
LS BLES a M(Up—1+- Wm-1), 
ou 
Ou m OP m 
a = MUm-1; Oe = MY m-|- 
Par conséquent 
mon 
Ci A 
> — > (MAmUm—1-+- MBC m—1)- 
Or 
m1 


Nous avons donc une série de méme forme. 


Prenons maintenant les dérivées secondes 


oy Um 02 Vm 
or? Me (An ie Bm Se ue 


o2V Um OF On 
ee Ppp a eae 
Oy? pa ( "Oy? + oy, ) 3 


Alm = 0, Avm = 0, 


el puisque 


on aura 
AV =o. 


Ainsi la fonction V(x, y) représentée par la série, est, comme 
chacun de ses termes, une fonction harmonique et continue a 
Vintérieur du cercle de rayon L. 


Cette proposition-est, en quelque sorte, l’inverse de celle que 
nous rappelions au paragraphe précédent, I est clair que, si dans 
les expressions précédentes nous remplagons 2 par x — x9 et y 
par y¥—%», nous aurons des fonctions définies dans des cercles 
ayant pour centre (29, Yo). , 


52 CHAPITRE Il. 


3. Reprenons une fonction harmonique V (a, 7’), continue a V’in- 
térieur d’un cercle C de rayon R ayant l’origine pour centre. On 
suppose qu’on ne sache rien de la nature de la fonction sur la cir- 
conférence elle-méme. Pour effectuer le développement en série 
de la fonction, on doit prendre une circonférence de rayon R’, 
moindre que R, et le développement déja rappelé au §1 de ce 
Chapitre, nous donne a Vintérieur du cercle de rayon R’ 


moro 


(2) V(@,¥7)= Ao+ . rm(An cosme + By, sinme). 


ica 


On peut se demander si ce développement est indépendant de R’. 
Il est aisé de voir que A, et B,, ne dépendent pas de R’; soit, en 
effet, pour R’< RF’ un autre développement de V(z, 7); en fai- 
sant la différence de ces deux séries, on aurait une identité de la 


forme 
m= 2 
0=%-+ s r™ (am cosmo + By» sinme) (rg R®). 
m=1 


La série ordonnée suivant les puissances croissantes de 7, qui fi- 
gure dans le second membre, ne peut étre identiquement nulle 


que si 
4m cosmo +B, sinmy = 0, 


quel que soit 9, c’est-a-dire que %»—= Bm=—= 0, et les coefficients 
des deux développements supposés sont identiques. La série (2) 
définit done la fonction pour tous les points intérieurs au cercle C 
de rayon R, 

Ceci posé, prenons a l’intérieur de ce cercle un point arbitraire 
(o,.%) autre que lorigine. Du point (xo, 79) comme centre, dé- 
crivons le cercle C/ tangent intérieurement au cercle C; la fonc- 
tion V(x, v) a Vintérieur de ce cercle pourra étre développée en 
une série de la forme 


mae 


Vie Po+ > [Pim Um (@ = 29,7 — yo) QmPm( 2% — %0,¥ — Yo)], 


Wo=A 


les P et Q étant des constantes. 


Une remarque capitale est 4 faire sur cette derniére série. Son 
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. 


cercle de convergence a un rayon au moins égal a celui du cercle 

ui aye Wipes he ta ; a @ 
(y), mais il ne lui est pas nécessairement égal. Soit T (fig. 3) 
ce cercle de convergence; supposons son rayon plus grand que 


Fig. 3. 


celui de (y). On voit que la fonction V(a, 7) se trouve maintenant 
définie dans une région ot elle n’était pas déterminée par le pre- 
mier développement en série, 4 sayoir la partie ombrée dans la 
figure intérieure 4 T et extérieure a C. Ce fait est extrémement 
important; on dit alors que on aeffectué le prolongement ana- 
lytique de la fonction V au dela de lVare «8 de la circonfe- 
rence C (a et & désignant les points de rencontre des circonfé- 
rences CetT). 

On pourrait, de la méme maniére, chercher a effectuer le pro- 
longement analytique de la fonction au dela d’un are de la 
circonférence I, et ainsi de suite, de proche en proche. 

Les circonstances les plus variées peuvent se produire dans la 
recherche de ce prolongement analytique. On pourrait tout d’abord 
étre arrété dés le début, c’est-a-dire qu'il pourrait arriver que, 
quel que soit (% 9, vo), le cercle T fut le cercle y; alors le prolonge- 
ment analytique de la fonction au dela du cercle C est impossible. 
Dans d'autres cas, en prenant pour les circonférences TI une 
succession de centres situés sur un are de courbe joignant le 
point O a un point A du plan, on pourra atteindre le point A; 
il pourra arriver aussi qu’on n’atteigne pas ce point. Enfin, en 
allant du point O 4 ce méme point A par deux chemins différents, 
on pourra ne pas trouver la méme yaleur a l’arrivée : la fonction 
prolongée présentera alors quelque singularité dans |’aire limitée 
par les deux chemins. 
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4. lest facile de citer des exemples d’une fonction ne pouyant 
étre prolongée au dela d’un cercle C. Reprenons, en effet, Pinté- 
grale de Poisson 


oT sae Ts 
| oat 


Viz a eae 
72 Tr R?—a2Rrcos(y—o)+r? 


“0 


qui définit une fonction harmonique V(z, 9’) prenant sur le 
cercle C de rayon R, ayant Vorigine pour centre, la succession 
des valeurs données par la fonction /(). Si la fonction peut étre 
prolongée au dela d’un certain are «8 de la circonférence C, il fau- 
dra nécessairement que /() soit une fonction analytique de Y sur 
cet arc; en effet, V(z, v) sera alors une fonction analytique de x 
ely dans une certaine aire comprenant Vare a8 a son intérieur, et 
comme x et y, qui sont égaux a Reost et Rsin¥ sur le cercle, 
sont des fonctions analytiques de ¥, il enrésulte que V(x, y) sera 
une fonction analytique de 9 sur Vare #8. Or nous pouvons 
prendre pour f/() une aon continue aren 27% pour période 
et qui ne soit pas une fonction analytique de ¥ : telle est la fone- 
tion donnée par M. Weierstrass, comme premier exemple d’une 
fonction continue n’ayant pas de dérivée, 


HO = ss bx (cosa”), 
0 


ot 6 est une constante positive plus petite que l’unité, a un entier 

: . read ‘ . ) : = 3t 

impair supérieur a wn, et ou l’on suppose de plus ab >> 1 +- — (voir 
2 


par exemple, pour la démonstration, Jorpan, Traité d’ Analyse, 


t. Dl, p. 597). 


5. Nous allons faire deux remarques générales sur les fonctions 
harmoniques, qui nous seront plus tard utiles et o& nous aurons 
4 invoquer la notion de prolongement analytique qui vient d’étre 
étudiée dans les paragraphes précédents. 

La premiére remarque est relative 4 une fonction harmonique, 
bien déterminée et continue dans une aire A, et que l’on suppose 
constante dans une aire B, intérieure a A, et d’ailleurs aussi petite 
qu’on veut. La fonction sera constante dans A; en effet, pour 
faire le prolongement analytique de l’expression en dehors de B, 
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on naura a employer des séries de la forme de celles considérées 
au § 2 


amis 


Ag+ rm( A», cosmo ~- B,, sinme). 
0 me m r 


Tous les coefficients, sauf le premier, doivent étre nuls, puisque 
pour r assez petit, correspondant a des points dans B, la fonction 
se réduit & une constante. En étendant done ainsi la fonction de 
proche en proche, on voit qu’elle sera constante dans toute 
Pétendue de A. 

La seconde remarque est relative aux valeurs d’une fonction 
harmonique U a Vintérieur d’un contour C sur lequel elle prend 
une succession de valeurs. En supposant d’abord cette succession 
continue, soient M et mle maximum et le minimum de la fone- 
tion sur le contour. Je dis que, pour tout point a Vintérieur, on 


aura 
m U <M (on suppose M # me), 


chaque inégalité excluant légalité. La fonction ne peut évidem- 
ment prendre de valeurs supérieures 4 M ou inférieures a m, car 
autrement elle aurait, 4 Vintérieur, un maximum ou un minimum. 


De plus, il est impossible qu’en un point a de lintérieur on ail 
U=M, 


car, si lon déerit, autour de @ comme centre, un cercle P de rayon 


arbitraire 9, on aurait (Chap. I, § 10) 


I ia 
M=—. fuds, 
27P Jp 
inégalité impossible puisque, sur Tr, Une peut etre constamment 
égal a M. 

Si Pon suppose que les valeurs de U sur le contour soient dis- 
continues, comme au Chapitre I (§ 35), désignons toujours par M 
et mle maximum et le minimum de ces valeurs (pour les points 
limites, on considérera la valeur comme double, en prenant les 


deux limites). Les inégalités 


subsistent pour tout point intérieur. En effet, quand (7,7) tend 


56 CHAPITRE I. 


vers un point de discontinuité, la valeur limite de U est comprise 
entre M et m (Chap. I, § 15); il n’y a done rien a changer au 


raisonnement précédent. 


6. Nous terminerons ces généralités en démontrant un théoréme 
di a M. Harnack ('). Considérons d’abord, dans un lemme préli- 


minaire, la suite 
Ups, Wega) tally) Peete Lens 


de fonctions harmoniques a l’intérieur d’un contour C. On sup- 
pose que, sur le contour, la série 

(3) Up+Ui+...4+ Un+ .. 

des valeurs de ces fonctions soit uniformément convergente. Je 
dis que la série 


Ug Uy... tnt... 


sera untformément convergente a Vintérteur de Vaire et re- 
présentera une fonction harmonique. 

D’aprés la définition donnée (t. I, p. 195) de la convergence uni- 
forme, on pourra prendre n assez grand, ¢ étant donné a l’avance, 
pour que, en tout potnt du contour, on ait, quel que soit p, 


| Un+ Unsit...+ Unzp| <e. 
Or, d’aprés les propriétés des fonctions harmoniques, 
| Un Unti +... + Un+p |, 
Sy ee ae es ch & 
a Pintérieur de l’aire, est inférieure au maximum de 
| Un+ Unsir... + Un+p | 
sur le contour ; il en résulte immédiatement que la série 
Up U4 +... + Unt... 
est uniformément convergente a I’intérieur de l’aire. 


Montrons maintenant que cette série représente une fonction 


(*) Voir POuvrage déja cité de M. Harnack : Die Grundlagen der Theorie 
des logarithmischen Potentiales, p.67; 1887. 
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harmonique. Nous considérons, a cet effet, une circonférence C a 
Vintérieur de laire ; soient 

Wide Wises ae Ving. | cstee 
les valeurs des wu sur cette circonférence. La série 
(4) Vot Vit.-.-+ Vat... 
sera évidemment uniformément conyergente sur C. 


Prenant alors pour le cercle lintégrale de Poisson 


R2— r2 di 
R?— 2Rrcos(¥— 9) + r? ! 


27 

es I A 

(5) as i (Vo+ Vit...+ Vat...) 
27 2 0 

et appelant 9, le reste de la série (4) correspondant au rang n, 

nous pourrons, pour les points de l’intérieur du cercle, écrire 

cette intégrale sous la forme 


+= fx soears dl 
Ug Uy... Ug t+ — : 
i : ok TS, Pn R2— aRrcos(b — 0) +r? v 
‘ 
Or |9,|<¢ pour tous les points du contour; par conséquent, 
la série 
Up-+ Uy t..-+ Unt... 


est représentée par l’intégrale (5) a Vintérieur du cercle ; elle re- 
présente donc une fonction harmonique. D’ailleurs, d’aprés ce qui 
précéde, il est bien évident que cette série tend vers la série des U 
quand (x, y) se rapproche d’un point du contour. 

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme suivant : Sod¢ 
une série 

Uy + Uy-... + Ut... 

de fonctions harmoniques toutes positives a lintérieur de 
Vaire limitée par un contour C. Si cette série converge en un 
point O de Vintérieur de aire, elle convergera en tous les 
points de Vintérieur de Vaire et représentera une fonction 
harmonique. 


Soit V une fonction harmonique positive définie le long d’un 
cercle T de centre O et de rayon R; ona 


1 27 
Vo= — [ V dy. 


=.9 
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Pour un point A de lintérieur du cercle, on a 


en désignant par sla distance OA et AM représentant la distance 
de A au point variable M correspondant a langle v sur la circon- 
férence. Il est clair que 


R—r R2— r2 R-+r 
a pa . 


eee nS ge 
R-+7 AM R—7 
Donc, puisque les V sont positifs, 
RPS ee ett ee 
ferme Laced ey cir th. 


Ceci dit, décrivons, du point O de l’énoncé précédent, un cercle 
qui soit intérieur a Vaire, la série 


Ug-- Uy st... + Unt... 


convergera pour lout point intérieur a ce cercle. 
On a, en effet, quels que soient les entiers n et m, 
Res A R 


re 
Onn 0 = ' A - \ \ \ ) 
= (Unt. ++ + Unen) Ung +++ + Unsm Rap (ue eee Unim)s 


eas 


les w® et les uw‘ désignant d’une maniére générale les valeurs de wu 
en O eten A. La série convergente pour le point O convergera 
done pour le point A. Il est évident qu'elle convergera uniformé- 
ment sur toute circonférence intérieure a la circonférence primi- 
livement tracée ; d’aprés le lemme, elle représente, a l’intérieur - 
de celle-la, une fonction harmonique. En allant de proche en 
proche, on peut atteindre, en considérant une suite de circonfé- 
rences, tout point de l’intérieur de l’aire, et le théoréme se trouve, 
par suite, établi. On remarquera que la série sera uniformément 
convergente a lintérieur de toute aire comprise dans laire que 


limite C et n’ayant’aucun point commun avec cette courbe. 
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II. — Fonctions harmoniques 4 Vinfini. Probléme de Dirichlet 
pour lextérieur d’une aire. 


7. Nous avons toujours considéré, jusqu’ici, des fonctions har- 
moniques pour des valeurs finies de x et y. On étudiera les fonc- 
tions harmoniques dans le cas ot le point (a, v) s’éloignera 
indéfiniment, en s’appuyant sur la propriété suivante de la trans- 
formation par rayons vecteurs réciproques. On sait que cette 
transformation, quand lorigine est le centre de la transformation, 
s’exprime analytiquement par les formules 


X = ——_ Y= — , (& étant une constante), 
x? = y? wy? 


ou les formules équivalentes 


2X k2Y 


5 ED Cie iain Cee Ce 


Ceci posé, st V(x, vy) désigne une fonction harmonique, 


v( Ra key ) 


rey?’ Gta y2 
sera encore une fonction harmonique. 


Ce théoréme, que vérificrait immédiatement un calcul direct, 
peut encore s’établir en se rappelant (t. I, p. 431) que, si la trans- 


formation 
RRL ECX. YS, a= O(R, ¥) 


conserve les angles, |’équation 
Vv wf o2V 
Oa? oy? 


devient, aprés le changement de variables, 


A ake 


oxi” OY? 


Du théoréme précédent, on conclut que l'étude de la fonction 
harmonique V(z,y), pour de grandes valeurs de « et de y, re- 
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vient 4 l’étude de la fonction harmonique de X et Y, 


‘ k2X Ym aie 
} (om wy) 


\ 


dans le voisinage de X =o, Y=o. 


8. Nous pouvons définir maintenant ce qu’on doit entendre par 
fonction harmonique réguliére a Vinfini. Soit une fonction har- 
monique V (a, vy), uniforme et continue 4 lextérieur d’un cerele TP 
ayant lorigine pour centre, pour toute valeur finie de # ety. En 
faisant la transformation précédente, nous avons a considérer la 
fonction 


’ mx | WY) 
7 v aS 7 ——— 9 -——— . 
W(X, Y)=\ \ X?2-4- Y2> X2-- Y¥2, 


W(X, Y) est une fonction harmonique, bien déterminée et con- 
tinue, pour tous les points (X, Y) de Vintérieur du cercle I” trans- 
formé de T par rayons vecteurs réciproques, sauf peut-étre pour 
Vorigine X = 0, Y= 0. Si ce dernier point est aussi un point or- 
dinaire pour la fonction W(X, Y), on dira que /a fonction 
V(a, v) est réguliére a Vinfint. 

Indiquons une forme remarquable pour le développement de 
V(2,yv) a Vextérieur de T. Nous avons yu qu’ Vintérieur de T’ 
ona, pour W(X, Y), 

m= 


(8) W(X, Y) - } wm (X,Y), 


m=0 


Wm(X, Y) désignant un polyndme harmonique homogéne et de 
degré men X et Y. On a, par suite, 


M=@ ‘ 
; On( 2, y) 
(9) Vitaeyo) = RAL LE Neck Hh 
q (aw2-- y2)m 
m=O y ) 
Vm(x2, vy) désignant un polyndme harmonique, homogéne et de 
degré men az ety. 

Cette forme de développement a Vextérieur d’un cercle est 
@ailleurs caractéristique pour une fonction réguliére a Vinfini, 
car'on remonte immédiatement du développement (g) au déve- 
loppement (8). 
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9. Posons-nous maintenant le probléme de Dirichlet pour la 
partie du plan extérieur d un contour donné C, L’énoncé sera 
alors le suivant : 


Trouver une fonction harmonique, continue et untforme 
dans Uespace extérieur a C, réguliere a Vinfini, et prenant 
sur CG une successton donnée de valeurs. 


Ce probléme se raméne immédiatement au cas du probleme re- 
latif a Vintérieur @une aire. Transformons, en effet, la figure par 
rayons vecteurs réciproques, en prenant pour centre de transfor- 
mation un pointintérieur a C. Le contour C se transformera en un 
contour C’, et la fonction que nous cherchons V(x, 77) deviendra 
une fonction W(X, ¥), uniforme et continue pour tous les points 
intérieurs & C’ et prenant sur C’ la succession donnée de valeurs. 
Le probléme extérieur est done ramené au probléme intérieur, 
etl’on voit bien que c’est Vhypothése faite, que lafonction V(x, 7) 
est réguliére a Vinfini, qui nous permet d’affirmer que la fonction 


W(X, Y) n’a pas le point X == 0, Y=0 comme point singulier. 
; | | ) i 5 


10. Dans le cas de Pespace, nous n’avons pas parlé au ‘Tome | 
du probléme extérieur. Il y a, a cet égard, une grande dilférence 
entre le cas du plan et celui de Vespace, et lon.se tromperait 
grayement en posant le probléme de la méme maniére dans les 
deux cas. 

Considérons encore la transformation par rayons vecteurs réci- 
proques 

i. kia Vou ws a“ ee a : 
72 =~ v2 4- 32 wi 4- y2-- 3? wr yi 32 
On peut vérifier, ayee Sir William Thomson ('), que, st la fonction 
V(x, v7, 5) est harmonique, la fonction 


1 k2 ar ky kts) 
(10) i ( 


— —_——-— mE ESAT Oy Mt babar . i — en ) 
Vat+ y?+.3? Drape yran gt Dr yi 8% Zi vr 52, 


sera encore une fonction harmonique. Crest ce que vérifie sans 
difficulté un calcul direct. 


(') Journal de Liouville, t. XI (extraits de Lettres adressées a M, Liouville). 


62 CHAPITRE I. 


Il en résulte qu’une fonction V(z, vy, z) harmonique et con- 
tinue dans le voisinage de l’origine conduit, au moyen de l’expres- 
sion (10), 4 une fonction harmonique bien déterminée, quand le 
point (x, v7, z) est suffisamment éloigné de Porigine, et gut s’an- 
nule a Vinfint. 

Cette remarque montre immédiatement comment le probléme 
extérieur doit étre posé dans le cas de espace. Ce probléme con- 
siste 4 trouver une fonction harmonique continue a l’extérieur 
d’une surface, prenant sur cette surface des valeurs données et 


s’annulant a Vinfini. 


III. — Développement en série des fonctions analytiques d’une 
variable complexe. Théoréme de Cauchy. Fonctions élémen- 
taires. 


11. Les séries ordonnées suivant les puissances entiéres et 


croissantes d’une variable 
(10) Opt OS +. wt ap Ss... 


jouent dans la théorie des fonctions analytiques un rdle essentiel. 
Nous avons déja fait leur étude (t. I, p. 199) quand le coeffi- 
cient a et la variable z sont réels. I] y a simplement a remplacer 
le mot valeur absolue par module pour avoir le théoréme suivant 


entiérement analogue a celui quia été démontré(t. I, p. 199). 
St pour une valeur 2) de z, on a, quel que soit n, 


|a,27| <M, 


M élant un nombre fixe, la série sera convergente pour toute 
valeur de z de module inférieur a | so}. 


En particulier, si la série converge pour une valeur Z,, elle 
convergera pour toutes les valeurs de z de module moindre. Il en 
résulte que la courbe séparant les parties du plan ot la série con- 
verge de celles ou la série diverge ne peut étre qu’une circonfé- 
rence ayant son centre a lorigine. Ce cercle est ce qu’on appelle 
le cerele de convergence de la série. 


12. Et @abord il est essentiel de montrer que la série précé- 
dente est bien une fonction analytique de la variable complexe sz. 
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Kn effet, elle rentre dans les séries que nous venons d’étudier. 
Pour le voir, posons 


hn = An On, s%— rh(cosn§ + csinn)), 
la série (11) deyient 
Nv r?(a,cosn§ — bysinn) + ¢ . r’(b,cosn@ + apsinn§). 


Soit (— L, + L) le domaine de convergence, commun aux deux 


séries 


(12) s AQnr et : ee ce 


Le cercle de convergence de la série (11) sera le cercle de rayon Lh. 
5 J 
En effet, pour une valeur de 7 supérieur a L, l'une au moins des 


deux séries (12) est divergente. Or, pour 4 = 0, la série (11) se ré- 


s Ayr t : ORT. 


Le rayon de son cercle de convergence ne peut done dépasser L. 


duit a 


Ceci posé, les propriétés de la fonction définie par la série (11) 
a Vintérieur du cercle de rayon L résultent immédiatement des 


propriétés établies au § 2. Cette fonction peut s’écrire 


. (Gn Un— Onvn) +t . (by tint Ann): 


(est une fonction analytique de z, car 


puisque 
OUn my OP n OUn On 
dx oy’ oy 0x 


Il résulte encore, des régles de dériyation établies (§ 2), que la 
série (11) a une dérivée qui sera représentée par la série 


Oy Whe SH... t+ Nay sr-t+..., 


d’ot: on conclut encore Vexistence des dérivées de tout ordre a 


Vintérieur du cercle de convergence. 
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13. Nous venons de voir qu’une série telle que (11) représente, a 
Vintérieur de son cercle de convergence, une fonction analytique 
uniforme et continue. Nous allons maintenant établir la réci- 
proque, qui constitue un théoréme fondamental di a Cauchy et 
qui s’énonce de la maniére suivante : 

Si une fonction analytique f(s) est uniforme et continue a 
Vintérteur d’un cercle ayant Vorigine pour centre, on peut, 
a Uintérieur de ce cercle, la représenter par une série or- 
donnée suivant les putssances entiéres et crotssantes de la va- 


riable z. 


Soit 
f(4) =u+y. 


D’aprés le théoréme établi pour les fonctions harmoniques, 


ona 


“>= : (am Um + bm Om); 


Poot, ; , 
a = (Am Um be Ym). 


Ou Ov 


Or Videntité 


oe = Wy 


est ici satisfaite ; elle nous donne 


Ou OV m » , Ou , ov 
SS (nm a9 ot On a) =>) (4n rr te On a), 


ou encore 


Oly ov ~ aft PaEIOLE 


ce qui exige que 
, 1 
Gm == — On, bmn = Om. 


Si done nous formons f(z), il vient 


(13) | Fi s)=u+i =D) (am— thm) (Um + Wm) =) Ayn 3!" 


(%m = Ay— iby, Ve 


puisque e Ae 
Um Wm = r"(cosm 9+ 7usinm 2) ea 
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Le développement (13) constitue le théoréme de Cauchy. Si, 
au lieu d’avoir l’origine pour centre, le cercle avait son centre en a, 
la série procéderait suivant les puissances croissantes de s— a. 
On aurait ainsi le développement 


S(4) = Bot Bi(s —@)+...+Bm(s—a)m+... 


convergent a lintérieur d’un certain cercle ayant pour centre a. 
C’est la formule de Taylor, car, en différentiant m fois d’aprés la 
régle du § 12, et faisant s =a, ona 


8m a fim (a ) J 


£,.2...™m 


Faisons, a propos de ce développement, une remarque qui 
nous sera utile dans la suite. Soient (C) (/ig. 4) le cercle de con- 


Tig. 4 
I 1g. 4. 


vergence’ de la fonction f(s), s et s + / deux points a l’intérieur 
de ce cercle. Considérons la différence 


S(s+h)—f(s), 
dans laquelle nous supposons ; fixe et h variable. Ce sera encore 
une fonction analytique de h qui sera certainement déyeloppable 
en une série conyergente si le point s +A est a Vintérieur du 
cercle (y), ayant pour centre le point 3 et tangent intérieurement 
au cercle de convergence (C). On aura donc, pour tout point 
s +h intérieur au cercle (y), 


S(s+h)=f(s) + hf'(4)+...+ ges fit'(z) +... 


r.2...7 


Cette série est toujours convergente dans le cercle y et nous 
verrons que, dans bien des cas, elle peut converger au dela. 
P.— Il. 5 
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14. Donnons quelques applications des généralités qui précé- 
dent, et proposons-nous tout d’abord le probléme suivant : 
Trouver une série ordonnée suivant les puissances croissantes 
de z 


SJ (SB) = Mt MSH... + ay sM+... 


satisfaisant a la condition 
S24) f(t) = f(s + t). 

La série considérée est conyergente 4 lintérieur d’un certain 
cercle (R), dans lequel nous supposons situés le point s et le 
point ¢; nous prenons, en outre, le point ¢ tel que 

Js|+]¢|<R, 


c’est-a-dire de maniére que f(s + ¢) soil certainement dévelop- 
pable suivant les puissances de ¢. 
On deyra avoir alors lidentité 


(Got att... + antm+...) f(s) 


ym 
= f(z) + tfi(z)-. st — fimd(z)+-..., 
J(4) J'(4) ae pe (4) + 
d’ot. on conclut les égalités 
: 1 
%) =I, am f(s) = Sa ee Coa, na 


et, en changeant m en m—1 et dérivant, 


tm—1 f(s) = —— — fim)(z). 


i he I 
On en déduit la relation récurrente 


1 
4m = —4m—-1 4% 
WL 


el, par suite, 
at 
[Didnt 


om = 


La série jouissant de la propriété demandée sera done, si elle 
existe, de la forme 


( ‘) ) a2 =2 al gm 
i 6) gy we ee eee 
ss f( ; x 1.2 Decale nie Fae 

On vérifie immédiatement qu'elle est convergente dans tout le 


plan, c’est-a-dire que son rayon de convergence est infini et elle 
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est bien telle que 
(4+ th=f(s) f(t). 

15. La série précédente, dans le cas ot « et s sont réels, re- 
présente e%. Faisons, en particulier, «1, nous obtenons la 
série 

Zz zm 


Be +... — 
1.2 1.2... 


que nous prenons comme définition de e® quand z est une quan- 
tité complexe et il y a bien accord avec les résultats connus. On 
a, quels que soient et ¢, 


ez+t — etet, 


La fonction e* est uniforme et continue dans tout le plan ; sa dé- 
rivée est la fonction e? elle-méme. 


16. De méme qu’on définit e* par une série, pareillement, 
lorsque 5 sera imaginaire, coss et sins seront définis par les 
séries 


Le rayon de convergence de ces séries est infini. La dérivée de 
sinz est cos, et la dérivée de cosz est — sins. 

Les trois transcendantes e*, coss, sinz ne forment pas trois 
transcendantes distinctes. C’est un résultat bien connu di a Euler, 
et que je ne ferai que rappeler. En remplagant z par 22 dans e’, 
on obtient immédiatement les relations suivantes 


es! =c0S5-+1USiN3, 
e—2! = Coss —UsinaZ, 
dot lon conclut 
ett 4 e-2t 
coss = —) 


2, 
; es! — e—si 
sins = — _—- 
20 


Il est facile ensuite de vérifier les formules fondamentales 
cos(s + ¢) = coss cost — sins sin?, 


sin(s + ¢) = sins cos¢ + sin¢cosz, 
1 = cos? s + sin? z, 
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17. Une conséquence des formules d’Euler sur laquelle j’insis- 
terai un peu plus est relative 4 la périodicité de f(z). 

D’une maniére générale, on dit qu'une fonction uniforme d’une 
variable complexe s est périodique, s'il existe une constante a 
telle qu’on ait 


S(4+ a) = f(z); 


et cela quelle que soit la valeur attribuée a la variable z. 
La fonction e% admet la période 277; ona, en effet, 


ert2ni — eze2ni — e2, 


L’addition d’une demi-période zz change e* en — e? 


ez+ni — ezeti — e2, 


‘Terminons en rappelant que, si a et 6 sont réels, on a 
ea+ib = e4(cosb + isindb), 


el que, par suite, le module de e¢*” est e¢, et que son argument 
est 6 & un multiple prés de a7. 


18. La notion de lVextension analyuque d’une fonction repré- 
sentée par une série entiére 


S(4) = HUSH... ast... 


repose sur la méme idée que pour les fonctions harmoniques 
($3). 


Soit (fig. 5) (C) le cercle de convergence de la série précé- 


Fig. 5. 


dente. Si Pon considére le point (av, 7»), on pourra, dans le yoi- 
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sinage de ce point, développer la fonction suivant les puissances 
de (s—a@), (@=2)+ typo), et nous avons vu que ce développe- 
ment était certaiement possible, du moment que le point s était 
4 Vintérieur du cercle (y) décrit du point (a) comme centre, tan- 
gent intérieurement au cercle de convergence (C). Mais il se peut 
que le cercle de convergence (I’) de la nouvelle série 


J(5) =f(@) +(4— a) f'(s) +... 


soit plus grand que (y) et sorte du cercle (C). On aura réalisé 

alors l’extension analytique de la fonction le long de are «8. 

C’est ce qui arrive d’ailleurs pour la plupart des fonctions. 
Considérons, par exemple, la série 


It+s+ e2+...+5"4.... 


Elle est convergente pour |z|< 1 et divergente pour |z|>1; 
done son cercle de convergence est le cercle de rayon un décrit 


de lorigine comme centre. A l’intérieur de ce cercle, la série 
: . I 
représente la fonction y sian 


Effectuons le développement de cette fonction, autour d’un 
point @ intérieur au cercle C, par la formule de Taylor; on ob- 
tient 


I I s—a a—a\? (g—a\™ 
——— ee CF —- = == este —ece [ec 
—s I—a I—a@ I—a I—a 


La série entre crochets est convergente pour 


|s—a|<|1—a|, 


c’est-a-dire lorsque z sera a Pintérieur d’un cercle (T) décrit du 


point @ comme centre avec un rayon aBégala|1— a|. Le point s 
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pourra done sortir du cercle (C) (fig. 6), et, en contunuant de 
proche en proche, on effectuera successivement le prolongement 


analytique de la fonction —'_ sur tout le plan. 


Voici maintenant un exemple simple d’une fonction analytique 
ne pouvant étre étendue au dela de la circonférence de conver- 
gence. Il est di 4 M. Weierstrass. 


Y Onze" . 


b désignant une constante quelconque et ¢ un entier positif. 


Considérons la série 


Cette série est conyergente 4 Vintérieur du cercle de rayon un 
et sur le cercle lui-méme, elle diverge, au contraire,  l’extérieur 
de ce cercle, puisque le rapport d’un terme au précédent étant 


b -Ch— ont 
pA MCPTAD Oe Fae Sig 
augmente indéfiniment si |3| > t. 


Le cercle de rayon un est donc le cercle de convergence de la 
série précédente. M. Weierstrass a montré que la fonction ne 
pouvait pas étre étendue analytiquement au dela de ce cercle. 
Voici une démonstration trés simple de ce théoréme que l’on 
trouve dans la Thése de M. Hadamard. Nous allons montrer que, 
si extension analytique de la fonction est possible le long d’un 
are déterminé «f de la circonférence de rayon un, elle est pos- 
sible pour tout are de la circonférence. En effet, remplagons, dans 
la série, 3 par 


k et h étant des entiers positifs ; la série ne changera pas a partir 
du rang h. Or on peut prendre *& et h assez grand pour que 


= soit aussi voisin que l’on youdra de tout nombre positif; par 
suite, au point s de la circonférence correspond, par cette trans- 
formation, un point aussi yoisin que l’on veut de tout point de la 
circonférence. Si done la fonction peut s’étendre le long d’un 
arc, si petit qu'il soit, de la circonférence, l’extension sera pos- 
sible pour la circonférence tout entiére. Mais alors la fonction 
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serait certainement uniforme et continue a l’intérieur d'un cercle 
de rayon plus grand que wn; la série devrait converger a l’exté- 
rieur de son cercle de convergence, ce qui est absurde. 

Dans l’exemple précédent, la série dont l’extension est impos- 
sible est convergente sur sa circonférence de convergence si ba 
un module inférieur 4 wn, mais la série des dérivées des termes 
successifs ne converge pas. M. Freedholm a indiqué récemment 
un exemple dans lequel la série et toutes ses dérivées sont conver- 
gentes sur le cercle de convergence, et ot |’extension est d’ailleurs 
impossible. Cet exemple est fourni par la série trés simple 


) 


y an zi. 


0 


ol @ est une quantité positive inférieure 4 lunité. Le cercle de 
convergence de cette série est le cercle de rayon un; la série et 
toutes ses dérivées convergent sur ce cercle. Je me bornerai a 
affirmer que cette fonction ne peut s’étendre au dela du cercle 
de rayon un, renyoyant, pour la démonstration, 4 la Note de 


M. Freedholm ('). 


19. Nous avons fait connaitre (t. I, p. 211) un théoréme de 
M. Hadamard relatif au domaine de convergence d’une série en- 
tiére. I] n’y a qu’a remplacer les valeurs absolues par les modules 
pour avoir une proposition applicable aux séries que nous étu- 
dions maintenant. Soit donc une série entiére 


(15) Ag+ a,5+...4+ Gn5"4+.... 


Nous enyisageons la suite 4 termes positifs 


|@1|,, Viel, «+> WV Lol; 


Si cette suite contient des termes augmentant indéfiniment, la 
série donnée n’est jamais convergente, sauf pour s =o. Car il 
existera toujours des valeurs de m en nombre infini pour chacune 


(‘) Comptes rendus des séances de l’ Académie des Sciences, 24 mars 1899. 
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desquelles on aura 

I 
et le terme correspondant a”z” ayant un module supérieur a un, 
la série ne pourra étre convergente. Tous les termes de la suite 

8 

précédente restant compris entre deux quantités fixes, nous 
pouvons définir un nombre « correspondant a cette suite (t. I, 
p- 212), et, par conséquent, le rayon du cercle de convergence 


Vi Am | = 


| ? 


a 


la x I 

sera égal a-—- 

a 
Un cas particulier intéressant est celui ot ao. Puisque, 
d’aprés la définition méme de a, on peut, étant donné ¢ aussi 
petit qu’on voudra, déterminer m assez grand pour que tous les 
termes de la suite a partir du rang m soient inférieurs 4 «+ ¢, il 


en résulte que \ | Gm | aura zéro pour limite, et nous pouyons 
énoncer le théoréme suivant : La condition nécessaire et suf- 
fisante pour que le rayon du cercle de convergence de la série 
(19) sott infini est 

lim ‘V/| @m| =o. 

me 

20. L’étude de la série (15), sur son cercle de convergence, pré- 

sente de grandes difficultés. On trouvera, sur ce sujet, d’intéres- 
santes propositions générales dans la Thése de M. Hadamard ('), 
qui s’est efforcé de trouver les points singuliers de la fonction sur 
son cercle de convergence. Dans son Mémoire sur la théorie gé- 
nérale des séries (7), M. O. Bonnet a utilisé autrefois les rapports 
entre la théorie des séries entiéres et celle des séries trigonomé- 
triques ; citons encore le beau Mémoire de M. Darboux (*) sur 
Papproximation des fonctions de grands nombres ot la nature des 
points singuliers supposés connus sur le cercle de convergence 
est utilisée pour la recherche d’une valeur approchée des coef- 
ficients. 


(*) £ssai sur Vétude des fonctions données par leur développement de 
Taylor (Journal de Mathématiques, 1892). 


(*?) Mémoire sur la théorie générale des séries (Mémoires des Savants 
etrangers publiés par l’Académie de Belgique, t. XXIII). 


(*) Mémoire sur UVapproximation des fonctions de trés grands nombres 
(Journal de Liouville, 1877). 
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Nous nous bornerons a renvoyer 4 ces Mémoires, et nous nous 
contenterons de montrer comment le théoréme démontré (t. I, 
p- 202), dans le cas ott les coefficients et la variable sont réels, 
peut étre étendu au cas actuel. 

Soit ) un point du cercle de convergence, et supposons que la 
série (15) converge pour s= 3); on peut déduire immédiatement, 
comme l’a fait Abel, du théoréme cité, que la limite des valeurs 
que prend la série quand z tend vers z,, en suivant le rayon 
allant de Vorigine au point 3, est égale ala valeur méme de la 
série pour 3 = %y). Mais, comme nous l’allons voir, on peut aller 
un peu plus loin en montrant que le théoréme subsiste, quand z 
(restant bien entendu a V’intérieur du cercle) tend vers z9 suivant 
une courbe qui nest pas tangente en z, au cercle de conver- 
gence. IL n’y a d’ailleurs presque rien 4 changer au raisonnement 
d’Abel. Nous supposerons, comme il est évidemment permis, 
grace a une rotation préalable d’axes, que Zz) est réel et positif. 
La série 

Apt Q34+-...+- An 5"+... 
étant convergente pour z= Zo, on peut prendre Nm assez grand 
pour que les sommes suivantes 


° moana alt 
$9 = Ano; 


sig =n =n 
Sp = An 35+ Gn+1 25"), 


Sp = An 35+... + Anep spr? 


alent, quel que soit p, leur module compris entre —é« et +s, 
= étlant une quantité donnée a l’avance aussi petite que l’on voudra. 
Ceci posé, on peut écrire 


Ano +... + AntpsrtP 


Zz n re Z n+p 
- ah D 
= an3t( 2 eet Antp sy? ( — 

“0 


z\n Zz \n+i n+p 
=s(=) + (s5—%)(=) tose (Sp— Spt) ( ) 
-( ~ 


Z n Zz D4 Zz p-1 Zz A+ p 
(2) a0 (2)”. 
4 Zo sy so 40, 


On aura, par conséquent, en posant 


Bla 


~ 


=r(cosa +2 sina), 
ed 


Yep I— 


BI] a 
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el remarquant que 0 est inférieur a wn, 


I— oP ‘i 
| ana" hve nea? |e +e<e[ 3 +1] 


or, quand z tend vers Z, r tend vers zéro et 9 tend vers l’unité, et, 
comme ona 


2—=(1—rcosa)?+ r?sin?g =1—arcosa+7?, 


oO 


Ly 


il en résulte 


Or langle « représente l’angle fait par la droite (39) avec le 
rayon allant en zy; donc, d’aprés Phypothése faite, cosa ne tend 


r 


pas vers zéro, par suite reste fini. La démonstration s’achéve 


ip 

maintenant bien aisément. Il résulte de Vinégalité ci-dessus que le 
reste de la série, correspondant au rang 7, sera, quel que soit 5, 
de module moindre que Me, M étant un nombre fixe. D’autre part, 
la somme des 2 premiers termes, étant un polynéme, est une fonc- 
tion continue de z; si done z est suffisamment voisin de Zo, la 
différence des valeurs de ce polynédme en z et en Zz) aura un mo- 
dule moindre que ¢. Les deux séries pour 5 et Zy différeront done 
d’une quantité dont le module n’atteindra pas 


(2M +1)e, 


ce qui revient a dire, puisque ¢ est une quantité donnée a l’avance 
aussi petite qu’on youdra, que la limite des valeurs de la série, 
quand s tend vers o, est égale a la valeur méme de la série pour 
$ == ay. 
21. Examinons, comme exemple de l'étude d’une série sur son 
cercle de convergence, le cas particulier assez étendu suiyant : 
On suppose que, dans la série entiére 


Apt 0,5 + Uy S27... + Ayo"... 


les coefficients a, %, ..., %, ++. Solent tous réels, positifs, et 


; " . iC a e A 
aillent en décroissant, que la limite de —*** soit l’unité, et la 


ohn ; An 
limite de a,, séro. 
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Remarquons de suite que, si la série était 4 termes alternative- 
ment positifs et négatifs et que, si les coefficients satisfaisaient en 
valeur absolue aux conditions précédentes, il suffirait de changer 
= en — z pour obtenir une série a termes positifs de la nature de 
celles que nous avons en vue. 


Le rayon de convergence de la série précédente est évidemment 


An+1 


Vunité, puisque la limite de -Z est Z. 


An 


Cela étant, nous allons démontrer que : La série entiére con- 
sidérée est convergente pour tous les points du cercle de con- 
vergence, sauf peut-étre pour le point z=1. 

Pour un point quelconque du cercle de convegence (R= 1), 


ona 
= cos0+Zsin§. 


La série que nous avons a étudier est donc de la forme, en sépa- 
rant la partie réelle et la partie imaginaire, 


A+ 7B = a+ a,cos8 + %cos20+...4+-a,cosn0+... 


+ i[a,sin9 + a sin2@-+...+ a4, sinn+...|. 


Or nous ayons vu (t. I, p. 231) que les deux séries A et B étaient 
convergentes pour toutes les valeurs de §, sauf peut-étre pour 
{) = 2kx; notre proposition est done démontrée. 


22. Deux séries importantes rentrent dans le type précédent. 
Considérons d’abord la série 
S gi 
—-——+-—-...4-(—I)htt— + .... 
I 2 S ( ) nr 
Lorsque zs est réel et compris entre —1 et +1, elle représente 
q ; 
log(1+ 3). Ses coefficients satisfont aux conditions précédentes : 
le rayon de son cercle de convergence est un et elle est conver- 
y 8 
gente pour tous les points de ce cercle, sauf peut-étre pour le 
point s=—1 qu'il y a lieu de considérer en particulier. En ce 
point on a la série harmonique qui est divergente. 


93. Considérons en second lieu la série 


= m m(m—t m(m—t)...(m—n+1) 
(16) ee re a Ne EY wt ing 
I Lod Wee 10 
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dans laquelle nous supposerons m réel. Cette série représente 
(1+ <)” lorsque z est réel et compris entre —1 et +1: son 
cercle de convergence a pour rayon l’unité. 

Cherchons dans quel cas la série des coefficients 


m(m—1) m(m—t1)...(m—n +1) 
SS EGOS +... 
ig) Davee tt 


== == 


salisfait aux conditions précédentes. 


Nous avons déja étudié cette série (t. 1, p. 203). 

Si m+ 1<0, les coefficients iront certainement en croissant a 
partir d’une certaine limite. On ne peut donc pas appliquer a la 
série (16) les conclusions qui précédent. Elle sera divergente sur 
tout le cercle de convergence. 

Si au contraire on a m-+-1> 0, la série des coefficients est 
convergente, et ses termes a partir d’une valeur suffisamment 
grande de m seront alternativement positifs et négatifs. La série 
proposée (16) est done conyergente sur tout le cercle de conver- 
gence, sauf peut-étre pour le point s =—1. En ce point méme 
elle sera convergente si m est positif. 

On trouvera des exemples plus étendus dans le Mémoire de 
M. Weierstrass [ Veber die Theorie der analytischen Facul- 
tdten (Journal de Crelle, Band 51)}. 
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DE LA METHODE ALTERNEE. 


I. — Procédé alterné de M. Schwarz. 


1. Comme nous l’avons dit (Chap. I, § 30), on peut, dans 
des cas étendus, passer, pour le probléme de Dirichlet, d’un con- 
tour convexe 4 un contour plus compliqué. C’est ce qu’a montré 
M. Schwarz en faisant usage d’une méthode que nous allons ex- 
poser ('). 

Un lemme préliminaire nous sera nécessaire. Etant donné un 


te + 27a 

contour @CbC! et une courbe adb rencontrant le contour en a 

et b sans lui étre tangent, nous avons considéré (fig. 7) la fonc- 
Fig. 7. 


(C) 


CO 


P ies : pe 
tion w harmonique prenant sur aCb la valeur séro et sur aC’'b la 
valeur un. Nous avons yu que cette fonction tend vers une quan- 
tité comprise entre zéro et wn quand (x, y) tend vers a ou 6 sur la 


FB e : f *, 
courbe adb. D’autre part (Chap. I, § 37), pour tout point de linté- 
rieur de l’aire, w n’atteint pas la valeur wr ; il en résulte que la 


(') Seuwarz, Monatsberichte, 1870, et OLuvres completes, t. Il, p. 157. Voir 
aussi une Lettre du méme auteur a M. Klein (Q2uvres completes, t. Il, p. 303). 
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fonction sur l’arc adb est inférieure 4 un nombre g plus petit 
q pilus p 


que un. Nous avons donc 
Beas 
wu<q (sur lare adb), 
g étant plus petit que Punité. 


De cette remarque, on déduit une conséquence qui va jouer, 
dans la suite, un réle fondamental. Désignons par ¢ une fonction 
harmonique, prenant sur a@CO la valeur séro et sur aC'b des va- 
leurs dont le module (valeur absolue) ne dépasse pas g. La fonc- 
tion 

gu+e 
sera nulle sur a@Cb et positive sur a@C’b. Donec, pour tout point 
de Vintérieur de Daire, ; 
SU Vie=105 
mais nous pouvons écrire cette inégalité sous la forme 
g(u—q)+e°+8q>0, 


et, puisque sur adb, u <q, il faut nécessairement que 


e+ eq >0 (sur adb), 
De méme, ona 


— £U+ 9 <0 
a Vintérieur de l’aire, et lon en conclut 


e— gq<o (sur adb). 


On a donc, sur Vare adb, 
lel<gq: 


c’est Pinégalité fondamentale que nous voulions obtenir. 


2. Nous abordons maintenant l’étude du procédé alterné de 
M. Schwarz, et, pour plus de netteté dans l’exposition, placons- 
nous dans les circonstances les plus simples. 

Nous considérons deux contours limitant deux aires qui ont 
une partie commune. Appelons @ la portion du premier contour 
extérieure au second, et « la portion intérieure a ce second con- 
tour. De méme & et 6 désigneront respectivement les portions du 
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second contour extérieure et intérieure au premier. On suppose 
que l’on sache résoudre le probléme de Dirichlet pour le contour 
(ax) et pour le contour (68); nous allons montrer qu on pourra 
résoudre le probleme pour le contour (ab). 

Nous supposons donnée une succession continue de valeurs sur 


Fig. 8. 


(ab); on désignera par g le maximum de leur valeur absolue. 
D’autre part, a l’are $8 considéré par rapport au contour (a), 
correspond un nombre plus petit que wn, d’aprés le paragraphe 
précédent, et de méme pour lare « considéré par rapport au con- 
tour (b%) correspond un autre nombre plus petit que l’unité ; 
soit g le plus grand de ces deux nombres. 

Formons une fonction harmonique uw, définie dans le contour 
(au), prenant sur @ la succession donnée de valeurs et sur x une 
succession continue de valeurs uniquement assujettie a la condi- 
tion de prendre en m et p les mémes valeurs que la premiére. 
Cette fonction aura certaines valeurs sur 8. Nous formons alors 
une fonction ¢, définie dans (6), prenant sur 6 la succession 
donnée de valeurs et sur 8 les mémes valeurs que u,. La fonction 
¢, prend certaines valeurs sur «; on formera une fonction ws, 
définie dans (aa), prenant sur @ la suecession donnée de valeurs 
et sur « les mémes valeurs que », et on continue ainsi indé- 
finiment. On obtient, de cette maniére, deux suites de fonctions 


° 
5 Uy, Ua, wicea Uns eeey 


: A 
f hy Va, wee On, rarer 


définies respectivement dans (ax) et dans (68). Les w prennent 
sur a les valeurs données et les » prennent aussi sur 0 les valeurs 
données ; Up el ¢, prennent les mémes valeurs sur 8, tandis que 
Un el Yp_, prennent les mémes valeurs sur x: c’est ce que nous 
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indiquons, pour plus de facilité dans la suite des raisonnements, 
par les fléches placées a gauche des deux suites. Nous allons éta- 
blir le théoréme suivant : 


Les fonctions Up et vn tendent chacune vers une limite quand 
n augmente indéfiniment. Ces limites représentent deux fonc- 
tions harmoniques qui coincident dans Vaire comprise entre 


x et 6. 
Remarquons que 
U3— Uy = Vo— 4 (sur l’are a). 
Or, ¢.— », est nul sur b, et l’ona 
Va9— 04 = Ug— Uy (sur l’are 6). 


Donc, sur l’are «, |:—,| est moindre que le maximum de 
| v2 — u,| sur ® multiplé par q. Si, d’autre part, on remarque 
que W,— uw, s’annule sur a, on voit que le maximum de | vw, — u, | 
sur 8 sera moindre que le maximum de | w,— w,| sur @, multi- 
plié par q; on aura donc, d’aprés ces inégalités successives, 


| Ug — Ug | < g?.(maximum de | uz, — uy |) (sur l’are z). 


Le raisonnement est général ; on a, de méme, 


| Un— Un—-1 | < g?.(maximum de | up—1— Ups |) (sur Dare «). 
Si done lon pose : maximum de | vw, — u, |= g sur lare a, on 
aura 
| Un— Un—-1 | << g?2"—2) o& (sur l’are a). 
Or 


Un = Uy + (U2— Uy) +...+ (Un— Un-1). 


Il en résulle que w, tend vers une limite déterminée en tous les 
points de l’are «; de plus, pour tous ces points, wv, tend unifor- 
mément vers sa limite. 

La série 

Uy rt (Ug— Uy) +... + (Un— Un.) +... 
formée avec des fonctions harmoniques, étant uniformément con- 
vergente sur le contour (a, ), est donc convergente a l’intérieur 
de ce contour, d’aprés le théoréme de M. Harnack (Chap. II, § 6) et 
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représente une fonction harmonique que nous désignerons par u. 
La fonction w prend sur a la succession donnée des valeurs. Des 
raisonnements tout semblables montrent que ¢, a pour limite une 
fonction harmonique ¢, définie pour le contour (b8), et prenant 
sur b les valeurs données. Or, sur 8B, Up = ep et sur 4, Up=Vp_y- 
Par conséquent, sur l’are « et sur l’arc 8, ona 


uv. 


Ces deux fonctions harmoniques, prenant Ja méme succession 
continue de valeurs sur les ares « et 8, coincident nécessairement 
dans l’aire limitée par ces deux courbes. Une conséquence immé- 
diate en découle ; la fonction ¢ est le prolongement analytique de 
la fonction w au dela de l’are x. L’ensemble des deux fonctions u 
et ¢ sert donc a définir une méme fonction harmonique a l’inté- 
rieur de l’aire limitée par a et 6 ; a Vintérieur de la courbe (az), 
on se servira de w pour avoir la valeur de cette fonction, et !’on se 
servira de ¢ pour avoir sa valeur a l’intérieur de la courbe (58). 
L’unique fonction ainsi définie prend sur a et 6 la succession 
donnée de valeurs, et /e probleme de Dirichlet est, par suite, 
résolu pour laire limitée par ces deux courbes. 


3. Nous nous sommes placé, dans l’exposé précédent, dans des 
circonstances particuliérement simples. Les deux courbes consi- 
dérées avaient seulement deux points communs m et p. D’autres 
cas pourraient se présenter, un peu plus compliqués, mais ot la 
méthode s’appliquerait pour ainsi dire sans modification. Ainsi, 
par exemple (fig. 9), dans le cas ot les deux courbes auraient 


Fig. 9. 


mr 


a) 


Pp 


quatre points communs m, 7”, p, 7, sil’on sait résoudre le pro- 
bléme de Dirichlet pour chacune des deux courbes, on pourra le 
résoudre pour la courbe extérieure a chacune des deux aires con- 


sidérées. Les arcs appelés, tout a lheure, « et 6 seront ici formés 
P.— Il. 6 
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chacun de deux ares distincts, ce qui n’entraine aucune diffé- 
rence dans la suite des raisonnements. 

Indiquons encore un cas un peu différent ott lon pourrait em- 
ployer le procédé alterné. Je suppose que l’on sache résoudre le 
probléme de Dirichlet pour toute aire limitée par un seul con- 
tour ; nous voulons montrer que le procédé alterné permet de le 
résoudre pour une aire limitée par un nombre quelconque de 
contours. II suffira de considérer une aire limitée par deux con- 
tours C et C’ (fig. 10). 


Nous tracons deux courbes mn, pq ne se coupant pas et reliant, 


Fig. 10. 


We P 


Si 


(Cc) 


l'une et l'autre, un point de C& un point de C’. Si l'on considére 
la courbe mn comme une courbe ayant deux bords, on peut dire 
que les courbes C, C’ et mn limitent une aire A, et, par hypo- 
thése, on sait résoudre le probléme de Dirichlet pour une telle 
aire. De la méme maniére, la courbe pq avec les courbes C et C’ 
limitera aussi une aire B qui n’a qu’un contour. Ceci posé, don- 
nons-nous sur les deux bords de mn une succession continue, 
d’ailleurs arbitraire, de valeurs ; nous supposons seulement que 
ces valeurs, en m et n, coincident avec les valeurs données sur C 
et C’, On résoudra le probléme de Dirichlet, pour l’aire A, en 
prenant ces valeurs sur mn et les valeurs données sur C et C’; 
on obtiendra ainsi une fonction wu, prenant certaines valeurs sur 
pq- Considérant alors l’aire B, nous résolvons, pour cette aire, le 
probléme de Dirichlet, en prenant sur C et C’ les valeurs données, 
et sur les deux bords de pq les valeurs de uw, ; on obtient ainsi la 
fonction »,. On continue ainsi indéfiniment, en considérant alter- 
nativement les aires A et B. Les fonctions uw, et 9, ont respec- 
tivement deux limites uw et, qui prennent les mémes yaleurs le 
long de mn et le long de pq. Les deux fonctions wu et ¢ coin- 
cident donc pour tous les points de l’aire limitée par C et C’. 
Les valeurs de uw, de part et d’autre de mn, pourraient n’étre 
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pas le prolongement analytique les unes des autres, et,’ pour la 
fonction ¢, la coupure pourrait étre pg. Mais, puisque w=¢ en 
tous les points de l’aire, il s’ensuit que ni mn, ni pg ne sont des 
coupures et que la fonction représentée par w ou par v résout le 
probléme de Dirichlet pour laire limitée par C et C’. 

Quant a la démonstration des résultats précédents, ils résul tent 
de ce que le lemme du § 1 est ici applicable. Si l’on considére une 
fonction définie dans l’aire A, prenant sur C et C’ la valeur zéro 
et sur les deux bords de mn la valeur un, on aura éyidemment, en 
tous les points de pg, 


u<q; 


- 


q étant inférieur a l’unité, et c’est cette remarque qui a joué le 
role essentiel dans l’exposition de la méthode alternée. 


4. Faisons une application importante du procédé alterné. 
Nous avons démontré plus haut la possibilité de résoudre le pro- 
bléme de Dirichlet pour tout polygone convexe, a l’exclusion seu- 
lement du quadrilatere et du triangle. Il est clair que le procédé 
alterné nous permet de considérer ces deux cas. Soit, en effet, le 
triangle abe (fig. 11). Nous pouvons tracer le pentagone caByd 


et le pentagone aby’ 8’a'. Pour ces deux pentagones, on peut ré- 
soudre le probléme, et par suite le procédé alterné nous conduira, 
en prenant ces deux polygones, au triangle abc. 

Montrons maintenant que le probléme pourra étre résolu pour 
lout polygone, qu’il soit ou non convexe. Il suffira de prendre le 
quadrilatére concave abcd (fig. 12); en prolongeant ad et dc 
nous avons les deux triangles aba’ et bed’, et, par suite, nous pou- 
vons passer, a l’aide de ces deux triangles, au quadrilatére abcd, 
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Il est inutile d’insister pour montrer que, dans un polygone ayan! 
un certain nombre n d’angles rentrants, on peut résoudre le pro- 


Fig. 12. 


Rf -----5 


bléme si on suppose qu’il ait été résolu pour un polygone ayant 
seulement 7 — 1 angles rentrants. 

En définitive, nous sayons maintenant résoudre le probléme de 
Dirichlet pour une atre limitée par une ou plusieurs lignes po- 
lygonales fermées absolument quelconques. Pour le cas des 
aires limitées par plus d'une ligne polygonale, on emploiera 
des lignes droites comme coupures mn, pq du paragraphe pré- 


cédent. 


II. — Application du procédé alterné 4 d’autres équations 
que l’équation de Laplace. 


5. L’emploi du procédé alterné n’est pas limité a léquation de 
Laplace; j'ai montré qu'il pouvait étre appliqué a toutes les équa- 
tions linéaires 4 caractéristiques imaginaires et aussi a certaines 
équations non linéaires ('). Nous nous bornerons pour le moment 
a ’équation dont nous avons déja parlé (Chap. I, § 25) 


Ou oie Oru 
Ox? oy? 


—ku=o. 


Nous ayons yu qu'il ne pouvait y avoir plus d'une intégrale de 
celle équation prenant des valeurs données sur un contour fermé. 
De plus, d’aprés un théoréme général énoncé, les intégrales de 
’’équation sont analytiques. 

Ceci rappelé, supposons que l’on sache résoudre le probléme 
de la détermination de Pintégrale par ses valeurs sur le contour 


(‘) E. Picanp, Acta mathematica, t. XII, et Journal de Ecole Polytech- 
nique, 1890. 
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(ax) (fig. 8) et sur le contour (66). Nous yvoulons montrer qu’on 
pourra le résoudre pour le contour formé par les arcs a et b. 

Remarquons d’abord qu’une intégrale de l’équation précédente 
prenant des valeurs positives ou nulles sur un contour fermé ne 
peut prendre des valeurs négatives a l’intérieur. Nous avons vu 
en effet (Chap. I, § 25) qu’une équation de la forme précédente 
ne pouvail ayoir d’intégrale possédant un maximum positif; il ne 
pourra done y avoir d’intégrale avec un minimum négaltif; or 
c'est précisément ce qui arriverait si une intégrale positive ou 
nulle sur un contour devenait négative 4 l’intérieur. Ajoutons que, 
si cette intégrale n’est pas nulle sur tout le contour, elle ne pourra 
pas s’annulera lintérieur, car si elle s’annulaiten un point (2, %9), 
on aurait le développement 


u = Upn(x— Xo, ¥ — Yo) + Unar(L—%, Y— Yo) +.-., 


el Uy (® — 2%, ¥Y — Yo) serait toujours positif dans le voisinage de 
(0, ¥o), ce qui est impossible, puisque le résultat de la substi- 
tution de wu dans l’équation donne 


Aun = 0. 


Désignons par w une telle intégrale prenant des valeurs posi- 
lives ou nulles sur le contour C, et appelons wo la fonction har- 
monique prenant sur C les mémes valeurs. Des deux équations 


Auy =o, 
Au— k?u=o0, 


on conclut 
A(u— Up) =k*u. 


Or considérons une fonction ¢ satisfaisant a l’équation 
Av = p(2, y), 


p(x, y) étant une fonction qui n’est jamais négative ni nulle a 
Vintérieur d’un contour C. Si la fonction ¢ s’annule sur ce con- 
tour, montrons qu'elle sera négative a Vintérieur de aire limitée 
par ce contour (toutes les fonctions considérées sont, bien entendu, 
continues et méme analytiques a l’intérieur). On pourrait tirer 
immédiatement ce résultat de l’expression de ¢ par une intégrale 
double, mais comme nous n’ayons pas fait jusqu’ici l'étude de la 
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fonction de Green qui entrerait dans cette expression, nous allons 
suivre une autre voie. Si ¢ devenait positif, il faudrait nécessaire- 
ment que pour une certaine valeur de x et y, on ait un maximum 
de la fonction; on peut toujours supposer que ce maximum sera 
alteint pour x = 0, y = 0. En développant ¢ par la formule 


9 = V9 t+art+ oBay+yy?+..., 
on aura 
2(@-+- ¥) = p(0,0) > 0: 


Comme, d’ailleurs, « et y sont nécessairement de méme signe, on 
aa%>0o, y>o, ce qui implique contradiction, puisque 2 =o, 
y¥ =o correspondent a un maximum. 
Nous déduisons de la que pour tous les points de l’intérieur de 
Paire 
Way 


6. Ce point établi, le lemme démontré au § 1 pour Péquation 
de Laplace subsiste pour ?équation 


Ozu = Ou 
Ox? oy? 


. 


oa 
Soit w Ja solution prenant la valeur séro sur l’are aCb (fig. 7 


Oe owes 


~ 


eae : as 
et la valeur wn sur aC’b, on aura sur l’are adb 
(hl SS Cals 


g étant plus petit que Vunité; on a, en effet, w< Uo, Uo désignant 
la fonction harmonique prenant les mémes valeurs que w sur le 
contour, el, puisque uw) < g, Pinégalité est manifeste. Les consé- 
quences du lemme subsistent évidemment, et, puisque le procédé al- 
lerné repose uniquement sur ce lemme, nous pourrions maintenant 
répéter ce quia été dit plus haut: les fonctions wy et ¢,, obtenues 
en intégrant alternativement |’équation proposée pour le con- 
tour (aa) et le contour (68), auront des limites nous donnant 
la solution du probléme pour le contour (ab). 
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CHAPITRE IV. 


METHODE DE M. POINCARE POUR LA SOLUTION 
DU PROBLEME DE DIRICHLET. 


I. — Propriétés fondamentales du potentiel logarithmique. 


1. Avant d’exposer la méthode de M. Poincaré, nous devons 
faire connaitre les propriétés fondamentales de la fonction connue 
sous le nom de potentiel logarithmique. 

Le potentiel logarithmique est, pour le cas du plan, l’analogue 
du potentiel ordinaire que nous avons étudié au Tome I pour le 
cas de l’espace. Dans l’espace, la loi de l’attraction était la loi de 
la raison inverse du carré de la distance. Dans le plan, on suppose 
que les points s’attirent en raison inverse de la distance : les 
composantes de J’attraction exercée par un point A(a, 6) de 
masse m sur un point M(z, vy) de masse wn, seront alors 
m(b—y) 


xX = a Se > ve — 
r2 yp 


? 


ot r?>= (4 — a)?+ (y — b)?. En posant 


: I 
V = milog-,; 


on aura 


et V sera dit le potentiel logarithmique. 


Si l’on a des masses remplissant d’une maniére continue une 
certaine aire, avec une densité p fonction continue de (a, 0), 
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Yes (a—2)pda db, seas Une es 


les intégrales étant étendues aux masses agissantes. Dans tout 
ce qui suit, p sera une quantité essentiellement positive, comme 
nous l’ayons d’ailleurs supposé dans la théorie de l’attraction pour 
le cas de espace. Le potentiel V sera défini par l’intégrale double 


V= [ [ plog* da ab. 


L’étude de cette fonction V est entiérement semblable a 
étude de la fonction désignée par la méme lettre, que nous 
avons étudiée au Tome I (p. 163 et suiv.). Nous ne croyons 
pas utile d’insister sur les démonstrations, et il nous suffira d’é- 
noncer les résultats. 

Le potentiel logarithmique est une fonction continue de x et y 
dans tout le plan, ainsi que ses dériyées partielles du premier 
ordre, et on a pour tout point (2, v) 

ov IO 


L’étude des dérivées secondes se fait (voir loc. cit.) en suppo- 
sant que ¢ ait des dérivées partielles du premier ordre pour tous 
les points intérieurs a la masse. 

Des raisonnements analogues montrent encore que les dérivées 
secondes sont aussi continues a l’intérieur et a l’extérieur des 
masses agissanles, mais elles sont discontinues pour la courbe de 
séparation. 

Pour tout point extérieur aux masses, la fonction V est harmo- 
nique; pour lout point (a, yv) intérieur, on a, au contraire, 


AV =— 270, 
o désignant la densité au point (a, y). 


Ajoutons que la fonction V ne s’annule pas a l’infini et qu’elle 
peut avoir un signe quelconque; ces deux circonstances sont fort 
importantes et, dans les applications, elles rendent souvent plus 
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difficiles les questions concernant le cas de deux dimensions. En 
effet, pour l’espace, V est toujours positif et s’annule a l’infini. 


3. Nous venons de considérer le cas ot la distribution des 
masses est superficielle; nous aurons a considérer tout a l’heure 
des masses dont la distribution est linéaire, de telle sorte qu’on 


a alors 
V= f ¢log~ds, 


Vintégrale étant étendue a la courbe sur laquelle est étalée la 
couche attirante de densité linéaire g. Dans ce cas V est encore 
une fonction continue dans tout le plan, mais les dérivées du pre- 
mier ordre éprouvent une discontinuité en traversant les courbes 
attirantes. C’est ce que nous avons rencontré pour les surfaces 
attirantes (t. I, p. 177); les démonstrations sont entiérement ana- 
logues dans les deux cas. 


4. Développons davantage deux propriétés du potentiel loga- 
rithmique qui vont jouer un réle essentiel dans la méthode de 
M. Poincaré. 

La premiere est relative a la substitution aux points attirants a 
Vintérieur d’un cercle d’une couche linéaire placée sur sa circon- 
férence. 

Soient un cercle de centre O et de rayon R, A un point extérieur 
et P un point Ener: 

La quantité log< ap’ dans laquelle nous considérons le point A 
comme fixe et P comme variable, est une fonction des coordonnées 
de P, harmonique dans tout le cercle. En tout point M de la circon- 


férence, elle prend la valeur log aay" On aura donc 


—=2 
I R2— OP 

(1) —— = flog x, —_—.. ds, 
SAP AM 12R.MP. 


d’aprés la formule de Poisson qui résout le probléme de Dirichlet 
pour le cas du cercle. Nous sayons d’autre part, d’aprés la méme 
formule, que: 
—2 
aa 
(2) l= Ln neal ds. 
2™7R.MP 
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Des formules (1) et (2) on conclut le fait suivant : 


Si l’on a sur la circonférence une couche attirante dont la den- 
sité, en chaque point M, est la quantité positive 


R2— OP. 


0S SSS 


; o7zR.MP- 


la masse totale de cette couche sera égale a lunité [d’aprés la 
formule (2)], et le potentiel de cette couche, sur un point exté- 
rieur A, sera le méme que si toute la masse était concentrée en P. 

Cherchons maintenant ce que devient le potentiel de la couche 
quand le point A est intérieur au cercle. Le potentiel est toujours 


donné parla méme intégrale, mais l’égalité (1) n’a plus lieu, quand. 


A est intérieur; elle aencore lieu quand A est sur la circonférence, 
a cause de la continuité du potentiel. Or la différence 


2..0P 
108 xP iP — roe x4 AM ick cent 


est une fonction harmonique des coordonnées de A; elle est con- 
tinue a l’intérieur de la circonférence sauf quand A est en P, et 
dans ce cas elle est égale 4 + cc. Etant nulle sur la circonférence, 
elle sera done positive pour tous les points de Vintérieur. On a 
done, en tout point A intérieur, 


I R2—OP- I 
fr 8AM aot < 108 yp: 


Nous avons done démontré le théoréme suivant : Quand une 
masse égale a l’unité est placée en un point P de l’intérieur d’un 
cercle, si ]’on répartit cette masse sur toute la circonférence de 
maniére que la densité en un point quelconque M de celle-ci soit 
inversement proportionnelle au carré de MP, la couche circulatre 
ainst obtenue aura méme potentiel que la masse primitive en 
tout point extérieur et un potentiel plus petit en tout point in- 
térieur. 

Si, au lieu d’un seul point, on ena plusieurs ou bien une couche, 
soit linéaire, soit superficielle, on pourra substituer aux points atti- 
rants 4 lintérieur du cercle une couche linéaire placée sur sa cir- 
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conférence; cette couche aura méme potentiel sur les points exté- 
rieurs et un potentiel plus petit pour les points intérieurs. 


5. La seconde propriété que nous avons a développer est rela- 
live 4 la moyenne du potentiel logarithmique le long d’une cir- 
conférence. 


Soit une circonférence C de centre O et de rayon R; si un 
point attirant P est extérieur a la circonférence, le potentiel 


: I 
V=milog-; 
i 


rv désignant la distance de (x, 7’) 4 P, sera harmonique et continue 
dans C, et par conséquent, d’aprés un théoréme établi au début 
de étude des fonctions harmoniques, la moyenne de V sur le 


cercle, c’est-a-dire 
1 : 
—— | Vas, 
anrzR / 
I 


sera égale a la valeur au centre, c’est-a-dire 4 m log OP: Ona done 


= ; i "3 ; r : P 
NL.V = mlog OP (O1L.V = moyenne de V sur la circonférence ). 
Si le point attirant P est a Vintérieur de la circonférence, cette 


formule n’est plus applicable. Pour obtenirla moyenne de V, nous 
procéderons de la maniére suivante : décrivons des points O et P des 


Fig. 13. 
CC) 


circonférences I’ et T de rayons y' et y, suffisamment petits pour 
qu’elles soient intérieures 4 C et extérieures l'une par rapport a 
Vautre, et désignons par 7” la distance du point aturé M(a, v) 

. tna 1 . 
au point O (fig. 13). On a, en posant V’'= mlog—, et en appli- 


quant la formule de Green a la surface limitée par les trois 
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courbes C, Tet I, 


| Ve BY —vV a) as= [ (v oa —vV Ar ds 
: dn dn Jr dn dn , 


¥C 
+ (v ey cx) ds, 


les dérivées étant prises suivant les normales anx courbes géo- 
métriques. 

Les deux intégrales qui forment le second membre de cette 
égalité sont égales et de signe contraire, car, puisque la grandeur 
du rayon de la circonférence sur laquelle on intégre est indiffé- 
rente, on passe de Pune a autre en permutant ret 7” et en chan- 


geant le signe. On a done 


lV dV' 
Ta eee ed 
486 dn \ in) = 9 


I avo I ee 
log Mahe abe as=—0r 


autre part, ona 


ou 


dV aN 
[ i.4= { S ds =27mM; 
c Cd & 


done 


ou 
I 
OILV = milog 5- 
ary 
D’une maniére générale, en désignant par m les masses exté- 
rieures et par » les masses intérieures, on aura 


UV = m log . - bez > I; 


rdésignant la distance du point de masse m au centre de la cir- 
conférence. On a supposé les masses isolées; la formule s’étend 
d’elle-méme a des masses continues, linéaires ou superficielles, et 
elle conserve sa signification si les masses attirantes rencontrent 
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la circonférence C: les sommes ” sont, bien entendu, 4 remplacer 


par des intégrales. 


6. De cette valeur de la moyenne, on conclut que le potenticl 
logarithmique V provenant de masses positives n'est pas suscep- 
tible de minimum. II suffit pour cela de démontrer que, quel que 


soit le point B considéré sur le plan, on ne peut avoir 
V> Vn, 


pour tout point d'un cercle, concentrique au point B, ayant un 
rayon R assez petit. On a, en effet, les notations étant les mémes 
que précédemment, 


oF . i if 
SGV = > m log eat log R \ 
: a 1 a | 
V3 = > mlog= + s log => 


dot, en retranchant, 


VEE Ve x: >» 1 (log 7 — log ) => log ( i ) : 


r a . aus 
R est négatif, les masses p. sont positives, done 


d’autre part, 


Or log 
OTL < Vp, 


et ceci est en contradiction avec lhypothése du minimum qui 
entrainerait 
om V > Vp. 

Plus généralement, on pourrait démontrer que, quel que soit 
le signe des masses superficielles attirantes, la fonction V n’est 
pas susceptible de minimum dans les régions du plan qui appar- 
liennent a des masses positives et qu'elle n’est pas susceptible de 
maximum dans les régions du plan qui appartiennent a des masses 
négatives. 


7. Terminons par une derni¢re remarque qui trouvera aussi 
‘son application. Supposons tracé sur le plan un contour simple 
ou multiple pour lequel on sache résoudre le probléme de Di- 
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richlet, la fonction V étant d’ailleurs supposée provenir unique- 
ment de masses positives. Désignons par w la fonction, harmo- 
nique a Pintérieur du contour, et qui prend sur ce contour les 
mémes valeurs que V. Comme, pour tout point intérieur B, ona 
DIL = Wz, 1 en résulte que la foncuon V — w n’est pas suscep- 
tble de minimum; or elle est nulle sur le contour: donc elle est 
positive a l’intérieur. 


Il. — Méthode de M. Poincaré ('). 


8. Nous partons d’une aire queleonque § limitée par un ou 
plusieurs contours s. Je dis tout @abord que l’on peut toujours 
trouver des cercles C;-tout entiers intérieurs a5, formant une 
suite indéfinie a indices entiers positifs 


2 | gs} 
C,, Cy, ome ety Any o- 


et tels que tout point intérieur aS soit intérieur au moins a 
Vun de ces cercles. 

Pour le faire voir, considérons dans S une région R dont tous 
les points soient 4 une distance de s supérieure 4 une quanulé 6. 
Soit 6’ une longueur plus petite que 5; tracons une série de pa- 


; : . Oy 
ralléles aux axes de coordonnées, ayant entre elles la distance —-- 
2 


Nous formons ainsi une infinité de carrés dont la diagonale est 0’. 
Nous ne retiendrons parmi eux que ceux qui sont en totalité ou 
en partie intérieurs 4 R : soit 2 le nombre de ces carrés. Tout point 
de R est alors intérieur A un de ces n carrés ou sur son contour. 
Ceux mémes de ces carrés qui sont partiellement extérieurs a K 
sont encore intérieurs a S, puisque leur plus grande dimension 6’ 
est inférieure a 6. 


(*) M. Poincaré a développé sa méthode dans son Mémoire de lAmerican 
Journal of Mathematics (t. IX) en considérant le cas de l’espace a trois 
dimensions. Pour le principe de la méthode, il n’y a aucune différence entre le 
cas de l’espace et celui du plan; il n’en est pas tout a fait de méme des démon- 
strations qui doivent étre assez notablement modifiées. Dans sa Thése, soutenue 
récemment devant la Faculté des Sciences de Paris, M. Paraf a exposé, pour le 
plan, la méthode de M. Poincaré; nous avons tiré grand paruu, pour notre rédac- 
tion, de ce travail fait avec beaucoup de soin. 
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Soient O,, Og, ..., O, les centres de ces carrés : de chacun de ces 


x 
~ 7 ne. 0 0 
points comme centre, avec un rayon intermédiaire entre — et —; 

2 2. 


décrivons une circonférence. Chaque carré est alors tout entier 
intérieur au cercle correspondant, lequel est toujours intérieur 
4S; chaque point de R est alors intérieur a un de ces n cercles. 
Imaginons alors une série de longueurs 6,, 62, ..., 52, ... décrois- 
sant et tendant vers zéro. Appelons Ry la région formée par |’en- 
semble des points de S dont la distance a s est supérieure a 0, 
puis, d'une maniére générale, appelons R; ensemble des points 
de S dont la distance a s est comprise entre 6; et 6;,,. Ces diverses 
régions ne seront d’ailleurs pas nécessairement connexes, mais 
cela n’est pas utile. Construisons dans Ry les cercles 


Cy, Co, Stes Ch, 
comme plus haut, puis dans R, les cercles 
Cn +15 Cr+; sees Cae 


et ainsi de suite indéfiniment. L’ensemble de tous ces cercles 


forme une suite 
CerCe mae AC”)! 


qui remplit manifestement les conditions énoncées. 


9. Aprés avoir construit dans S la famille des courbes Cj, tra- 
cons encore une courbe fermée L qui contienne dans son intérieur 
aire S; nous pouvons supposer que ce soit une circonférence L 
d’un rayon suffisamment grand. Désignons par T la partie du 
plan intérieure a L. 

On se donne par hypothése sur la courbe s, qui limite S, une 
succession continue U de valeurs. 

Admettons que lon puisse trouver une fonction V)(2, 7), 
continue ainsi que ses dérivées partielles des trois premiers ordres 
dans T, et se réduisant 4 U sur s. C’est en partant de cette fonction 
Vo(z,y), prise en quelque sorte comme premiére approxima- 
tion, que nous youlons arriver a la solution du probléme de Di- 
richlet. 

Supposons d’abord que AV» soit constamment négatif dans T. 
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Si alors on pose 


2 sera une fonction positive dans T. Imaginons une masse répan- 
due dune maniére continue sur T et dont la densité en chaque 
point soit justement la fonction p. Cette masse aura un poten- 
tiel Wy, et lon aura dans toute la région T 


AW) =— 279 = AVo, done A(Wo— Vo) = 0. 


La différence Wy — Vo est donc une fonction harmonique; elle est 
parfaitement déterminée, puisque nous connaissons Wo, et Vy 
pour tous les points de T. En posant W,— V)= 9, on aura sur 
le contour s 

p= Wye 
et la fonction 9 sera harmonique. 


Les masses qui donnent naissance au potentiel Wo sont toutes 
positives, et une partie d’entre elles est intérieure aS. Enyisa- 
geons en particulier celles qui sont intérieures au cercle C;; nous 
avons appris 4 former sur le cercle une couche équivalente a ces 
masses. Ayant a répéter souvent cette opération, nous |’appelle- 
rons, pour abréger, le balayage du cercle C;. On peut dire alors 
que le balayage du cercle C; ne change pas le potentiel en un point 
quelconque extérieur a C;, mais le diminue en tout point intérieur. 
Cette opération n’introduit d’ailleurs jamais de masses négatives. 

Balayons alors suecessivement tous les cercles, dans un ordre 
tel que chacun d’eux soit balayé un nombre infini de fois. I suf- 
fira pour cela de les balayer dans Vordre 


on ne liendra aucun compte de ceux qui ne contiendront plus 
aucune masse quand viendra leur tour d’étre balayé. 

Appelons enfin W;, ce que devient le potentiel aprés la k'*™° opé- 
ration; nous allons comparer entre elles les valeurs des différentes 
fonctions W,; en un méme point A de T et démontrer qu’en cha- 
cun de ces points W, tend vers une valeur déterminée. 


10. Il est évident que, si A est extérieur au cercle balayé a la 
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Kime opération, on aura 
Wigres Wie. 


Dans le cas contraire, on aura 
Wine Wire 


Donc, dans tous les cas, 
Wie Wires 


el remarquons que, pour tous les points a l’extérieur de S, on a 
Wie aN. 2 


Ainsi W, ne va jamais en croissant quand l’indice augmente. 
D’autre part, en vertu de la propriété du potentiel logarithmique 
di a des masses positives, établie au § 7, Wx est, en chaque 
point, supérieur a la valeur de la fonction harmonique w, qui 
prend sur la circonférence T, ou sur toute autre circonférence 
comprenant S a son intérieur, les mémes valeurs que Wo. Donc 
W,, tend vers une limite bien déterminée W en chaque point A 


de T. 


11. Nous allons démontrer maintenant que cette limite W, 
bien déterminée en chaque point A de S, tend vers 


Ug +95, 


quand A tend vers le point ¢ du contour ('). La méme propriété 
(§ 7) va encore nous servir. Nous allons considérer comme résolu 
le probléme de Dirichlet dans le cas d’un contour formé de deux 
circonférences concentriques et dans celui d’un contour formé 
par une ellipse et la portion de droite qui unit les deux foyers, 
considérée comme droite double (?). 


(') La démonstration dans le cas de l’espace est beaucoup plus simple que 
dans le cas du plan et l’on n’a pas besoin d’employer les artifices auxquels 
nous avons du recourir. 

(7) Le cas de deux cercles sera traité a la fin de ce Chapitre et le cas de deux 
ellipses homofocales au Chapitre X. 


P. — Il. 


~) 
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Cela posé, considérons d’abord les points ¢ du contour s qui 
admettent une tangente bien déterminée. Nous pouvons construire 
un premier cercle tangent en ¢ au contour s et tout entier exté- 
rieur 4 S, et ensuite un second cercle concentrique au premier, 
contenu tout entier dans T et comprenant S a son intérieur, ce 
qui est possible, si la région T a été prise assez grande et si le 
rayon du premier cercle est assez petit. Soit w la fonction har- 
monique entre les deux cercles, et prenant sur ces cercles les 
mémes valeurs que Wo, on aura, pour tout point A de S, 


Wire W 20. 


Imaginons maintenant que le point A tende vers 7; Wy et 
tendent tous deux vers la valeur de Wy enc: donc W tend aussi 
vers cette valeur, qui est 


(3) : Ug + 4g. 


Lorsque la tangente eno est complétement extérieure 4S, nous 
aurions pu, au lieu des deux circonférences précédentes, n’en 
considérer qu’une tangente en o a s et comprenant S a son inté- 
rieur, et cette construction s’applique méme au cas ot le point ¢ 
serait une pointe, pourvu qu’on puisse, par ce point, mener une 
droite complétement extérieure a S. 

En général, lorsque le point ¢ est une pointe, telle que A, par 
exemple (fig. 14), on ne pourra pas tracer toujours une ou deux 


Fig. 14. 


circonférences, remplissant les conditions précédentes, mais si 
Yon peut mener par A un petit segment de droite AA’ extérieur a 
aire S, on prendra alors pour déterminer w le contour formé 
‘par une ellipse extérieure 4S, ayant pour foyers A et A’, et par 
la portion de droite AA’ considérée comme droite double. 

La méthode précédente ne s’appliquerait pas si l’on avait au 
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point A une pointe rentrante formant un rebroussement de seconde 
espéce. Une discussion plus approfondie est alors nécessaire; on 
la trouvera dans Je travail déja cité de M. Paraf. 


12. Nous avons constaté dans les paragraphes précédents l’exis- 
tence d’une fonction W(z,y) définie dans l'intérieur de S, et 
tendant vers l’expression (3) quand le point (a, 7) se rapproche 
dun point quelconque ¢ du contour. Nous allons maintenant éta- 
blir que cette fonction est harmonique. — 

Enyisageons un des cercles, C, par exemple, et supposons que 
ce cercle soit balayé aux opérations a, %, ..., &p,.... Aprés cha- 
cune de ces opérations, le cercle C, ne contient plus aucune masse. 
On a donc a Vintérieur de ce cercle 


AWa; = 


or les fonctions 
Wiccan WV cease rete; Wess 


sont des fonctions harmoniques décroissantes, et ayant W pour 
limite. La série 


Wa, + (Wa.— Wa,) +... +( Wa, — Wa, ,) + 


a donc tous ses termes positifs, sauf peut-étre le premier. Tous 
ces termes sont harmoniques, et la série converge évidemment. 
Elle définit done une fonction harmonique dans C,, d’aprés le 
théoréme de Harnack (Chap. IH, § 6); or la limite de la série 
étant W, il en résulte que cette fonction est harmonique dans C, 
et, par suite, dans toute laire S. 

Si Von forme alors la fonction 


W—9, 


on aura une fonction harmonique dans 5 et prenant la va- 
leur U sur le contour s. Le probléme de Dirichlet est done 
résolu. 

Dans la méthode précédente, on part d’une fonction quel- 
conque Wo, assujettie seulement a prendre les valeurs données sur 
le contour. Nous ayons di faire quelques restrictions sur cette 
fonction; nous allons les lever dans un moment. Mais on voit dés 
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maintenant combien la méthode de M. Poincaré est originale. 
Tandis que, dans les méthodes de Neumann et de Schwarz, on 
part toujours d’une fonction harmonique, et que les approxima- 
tions successives, qui doivent faire approcher de plus en plus de la 
fonction cherchée, sont toujours des fonctions harmoniques, il en 
est tout autrement chez M. Poincaré. Ici, on part d’une fonction 
quelconque prenant les valeurs données sur le contour, et l'on 
forme une succession de fonctions qui ne sont pas harmoniques 
dans toute l’aire S; c’est seulement leur limite qui donne une 
fonction harmonique dans cette aire tout entiére. 


13. On a supposé, dans la démonstration précédente, que AV, 
conserverait un signe constant. S’il en était autrement, on pour- 
rait Loujours partager T en deux régions T, et T,, la premiére con- 


AV, Ke os 

tenant tous les points pour lesquels — sx est positif, la deuxiéme 
md 

tous ceux pour lesquels la méme quantité est négative. Définis- 


sons alors des fonctions 9, et oy par les conditions suivantes 


1 =o dans T,, o1= o dans T4, 


2 =o dans Ty, 02 = —o dans Ty. 


Ces deux fonctions sont continues dans toute l’étendue de T, 
et elles sont positives ou nulles. De plus, ona 


e = 01— 22. 


Considérons alors deux systémes de masses ayant des densités 
0, et p23 elles engendreront deux potentiels W} et W¢, qui, dans 
toute l’étendue de T, donneront lieu aux relations 


=P1; 


Donec 
A(Wi— W2) 


—2T rir ea teas 


r 


el, par suite, 
A Wi Wd a bate 
On a done 
Wi Wave: 


) étant harmonique dans T et complétement connu. Les raison- 
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nements précédents s’appliquent aux deux fonctions W} et W?. 
Elles engendrent respectivement deux fonctions W! et W? har- 
moniques dans S et prenant sur le contour les mémes valeurs que 
W) et W5. La fonction W!— W?— 4 résout donc le probléme. 


14. La méthode qu’on vient de lire, suppose qu’on a déterminé 
une fonction Vy (a, v7), continue dans T, ainsi que ses dérivées 
partielles des trois premiers ordres, et prenant sur la courbe s 
la succession continue donnée des valeurs représentée par U. On 
pourra évidemment, pour une infinité de fonctions U sur s, trou- 
ver une fonction Vo(2, y) satisfaisant aux conditions requises. 
Toutefois, certaines conditions seront nécessaires : ainsi U devra 
sur le contour admettre aussi des dérivées des trois premiers 
ordres. Si done on ne yeut faire sur U d’autres hypothéses que la 
continuité, il est indispensable de compléter la méthode. 


15. Examinons done le cas général ot la succession donnée 
des valeurs U sur s satisfait 4 unique condition d’étre conti- 
nue. M. Paraf a montré de la maniére suivante que ce cas géné- 
ral pouvait étre ramené au cas particulier que nous venons de 
traiter. 

On peut toujours, et d’une infinité de maniéres, construire une 
fonction (zx, vy), continue dans la région T et prenant sur s les 
valeurs données U. Ceci fait, nous allons construire une infinité 
de polynémes 

AA ed ee See 


croissant et tendant uniformément vers 4 dans la région T. Ap- 


pelons 
Wie WWE, Caooge Wis 


les valeurs de ces polynémes sur s; ces fonctions U, sont crois- 
santes et tendent uniformément vers U. Sachant résoudre main- 
tenant le probléme de Dirichlet pour chacune des yaleurs 


TL wees TTS whey 


données sur le contour, nous aurons une suite de fonctions har- 


moniques dans S 
Via; Va, oee9 Vins 
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Nous montrerons que ces fonctions V,, tendent vers une limite V 
qui est la fonction cherchée. 


16. D’aprés ce que nous ayons démontré (t. I, p. 262), on peut 
toujours trouver un polynéme F (a, v) qui représente, avec une 
erreur moindre qu’un nombre ¢ donné 4 l’avance, une fonction 
v (2, v), arbitrairement définie dans une aire T et assujettie a la 
seule condition d’étre continue. 

Soit ) (a, v) une telle fonction prenant sur s la succession de 
valeurs U; nous pouvons la supposer positive; car, dans la so- 
lution du probléme de Dirichlet, on peut toujours ajouter une 
constante a U. Désignons par 


VARY VR nT se? 


une succession de nombres positifs croissants, tendant vers lu- 
nité. On suppose que 


82> Ss41 = (Att — Az = 62), 
ats =4 A , ee 2 ’ . Hp aie 
conditions qui peuvent étre réalisées d’une infinité de manicres, 
I 
par exemple avec ); =1— =: 


Considérons enfin Ja suite des fonctions continues, positives, 
croissantes et tendant vers 4, 


iv, ha, seey An; © ates 


En appelant m la limite inférieure de 4 dans T, je construis le 
polyndme F; (a, y), qui représente );4 avec une erreur moindre 


In A . . 
que > om. Ces polynémes F; forment une suite croissante, car 


ona 
Hons ' ea 
Bua > Arad Si O74+1 M2, Bi< iy eis 3 o;m. 
done 


Fyay — Fi > Ati — diy — , (8:+ 6:41) m 


I I 
= bm — = (07+ Oc44) m = 3” (8:— 841) > 0, 
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et cette suite croissante tend uniformément vers 4. Si donc on 
appelle U; la valeur de F; sur s, les U; forment aussi une suite 
croissante tendant uniformément vers U. 

Maintenant nous savons, au moyen de chaque fonction F,, 
construire une fonction V; harmonique dans S et se réduisant 
a U; sur s. Ces fonctions V; forment une suite croissante, puisque 
la différence V;,,— V; prend sur s des valeurs positives; d’ail- 
leurs V; est toujours inférieur a la limite supérieure M de ¢, puis- 
qu'il en est de méme de Uj. 

Les fonctions V; ont done une limite V; je dis que V est la 
fonction cherchée. Considérons en effet la série convergente 


et Viger iVar— Via eign Vp aw Vin) ee vs 


Chaque terme de la série est harmonique dans S, et le terme 
général V, — V,_, tend vers U, — Un_; quand le point mobile 
s'approche du contour. D’ailleurs la série de ces valeurs sur le 
contour s 


U,;+ (Us— U,) +... + (Un— Un-1) +... 


conyerge uniformément vers U sur tout le contour; donc, d’aprés 
le théoréme de Harnack, la fonction V est harmonique dans 5 
et prend la valeur U sur s. 


17. Nous terminerons ce Chapitre par l’examen du cas particu- 
lier dont nous ayons eu besoin au § 11, ou le contour se com- 
pose de deux cercles concentriques. 

Soient done C et C’ les deux cercles, R et R’ leurs rayons, r et 9 
les coordonnées polaires d’un point de la couronne 


Ree Rs 


Nous voulons trouver une fonction /(/, 9), harmonique dans la 
couronne (S), se réduisant a des fonctions données U(¢) sur (C), 
V(¢) sur (C’), quand le point (7, ¢) tend vers C ou vers C’ par un 
chemin quelconque. 

Nous supposerons seulement que ces deux fonctions de ¢ satis- 
font aux conditions de Dirichlet, et forment sur le contour une 
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suite continue, Nous pouvons done poser 


U(e)=a+ 


Um(9), 


mnt * 
7 , ‘ yr 
V(o) = a - »> Vin(¢), 


m | 
of U,, et V,, désignent, par abréviation, 


Um = &m Cosme + By sinme, 


i ' : es 
Vin = 4, cosmy -+- 8), sinmg, 


et ces deux séries sont uniformément convergentes sur les con- 
tours respectifs (C) et (C’) (t. 1, p. 239). 

Supposons @abord que les valeurs de U et V données sur les 
contours C et C’ se réduisent respectivement a t eto, oudo ett. 


La solution est immédiate : ce sont les fonctions harmoniques 


mak r 
log =; log i 

ae me 
log T log 7 


Soit, en second lieu, cosm¢ eto, ou o et cosme les valeurs 
de U et V données sur les contours C et C’. Les solutions appa- 


raissent encore d’elles-emémes. Ge sont les fonctions harmoniques 


R'\m fp \m r\m R\ 
CMa VN naira. 
SR C08 ee ‘ ry" _/( ir vm COSY: 
( ) “i (w) CR R) 
Kn remplacant cosme par sinm, on a les solutions correspon- 
dantes aux valeurs o et sing sur les contours. 
Cela posé, la solution générale va s’obtenir bien facilement. 
Posons, dune part, 
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et, d’autre part, 
r r\m R\/ 
log = : —(- 
; R R r p 
Vy = hy Ley ? On = SR TR Te m(), 
(ie) — Ge 
on obtient ainsi deux suites de fonctions harmoniques dans la cou- 
ronne (S) 
Tins RT ATOR. «ie Sa ere naa 


Von C1, Pa, ++» Pm, 


Sur le contour C, la série des valeurs que prennent ces deux 
suites sont respectivement U(¢) et 0; et sur le contour C’, o 
et V(o). 

Done, en appliquant le théoréme de M. Harnack (Chap. Il, §6), 
chacune des deux séries 


U(T, 9) = Wot Wy+ Us... Uats.., 


(7, 9)= Po + Oy + Pot... + Pmt... 


sera uniformément conyergente al’intérieur de laire (S) et repre- 
sentera une fonction harmonique. La premicére tend vers U(¢) ou 
vers 0, quand le point (7,¢) se rapproche de C ou C’ par un 
ad T 
chemin quelconque. La seconde tend vers 0 ou vers V(¢) dans 
les mémes conditions. 
La somme de ces deux séries 


Dae @) = (Up 09) + (Ur + 1) +. + (m+ Om) +. 


répond a la question proposée. C’est une fonction harmonique 
uniformément conyergente a l’intérieur de (S) et qui tend vers 
U(¢) ou vers V(¢), suivant que le point (7,2) se rapproche de C 
ou de C’. 

On peut lui donner encore une autre forme en I’écrivant de la 
maniére suivante 


I R’ ; rE 
S(r.2) = —> (alos, + x, log 5 ) 
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P el, par suite, Aa 

= "Ss pmyal (ie) Ua 
; . 

4 


| Vie iy (aolog = 4- ah log = B+ AE 1a (e ag (Ey ip 
i Gineees yale 
| | ( 


logy 
R a 
7TR\™ [(R\™ 
Fr) (Re) 


puisque chacune des séries sous le signe > est évidemment abso- 


lument convergente. 


wpe ce 


CHAPITRE Y. — FONCTIONS D’UNE VARIABLE COMPLEXE. [0 


4 


CHAPITRE Y. 


ETUDE DIRECTE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE 
COMPLEXE. 


I. — Théorémes généraux de Cauchy. 


1. Nous avons déja obtenu les résultats généraux relatifs aux 
fonctions d’une variable complexe, en les déduisant des propriétés 
générales des fonctions harmoniques. Nous sommes arrivés ainsi 
a la formule fondamentale de Cauchy (Chap. II, § 13) et a son 
théoréme relatif aux fonctions bien déterminées et continues a 
Pintérieur d’un cercle. IL est indispensable que nous retrouvions 
ces résultats par la voie méme qui y a conduit le célébre auteur. 

Soit f(z) une fonction analytique uniforme et continue a l’in- 
térieur de l’aire limitée par un contour C (formé d’une ou de 
plusieurs courbes distinctes) ('); nous allons montrer que lon a 


(1) f(#) = 


Vintégrale étant prise le long du contour C dans le sens positif et 
x désignant un point quelconque de lintérieur de l’aire. Pour 
démontrer cette formule, décrivons de x comme centre un cercle 
y, de rayon 9, intérieur a l’aire. La fonction 


(*) Nous appellerons souvent fonction holomorphe dans une aire une fonction 
analytique uniforme et continue dans cette aire. 
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est continue dans l’aire intérieure aC et extérieure a y : on a done 


pice f faa, 


le sens d’intégration étant positif sur y comme sur C. La seconde 
intégrale ne dépend pas du rayon 9; prenons ce rayon 9 assez 
petit pour que l’on ait, z étant sur y, 


J(4)=f(2) +7, 


|q| étant moindre qu’une quanuté positive ¢, donnée a l’avance, 
aussi petite que lon youdra. On aura 


MOM Ree PAN Sipe 
boo Ty mga fae 


* ’ 
a Jy 3— 2% 


or, dans le second membre, nous avons d’abord Vintégrale 


[eer as =H) ae 


cate 


Si Von pose 


ona 


La premiére partie du second membre est done 2x7f(x); 


. oT 
[255 if _tdi; 
5x 


Y “0 


(autre part 


le module de cette derniére intégrale est donc moindre que 27, 
mais elle est indépendante de p, puisqu’elle est la différence de 
deux expressions qui ne dépendent pas de cette grandeur; la 
seconde partie du second membre est donc rigoureusement nulle, 
et l’ona par suite la formule fondamentale 


ea) , 
f(z) Seri ae 


Cette formule n’est autre chose qu’une forme particuliére 
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de la formule fondamentale de Green 


1 dv ,dlogr\ | 
(2) Via ia sa (ler G2 —Y = ) as, 


démontrée au Chapitre I (§ 10). Il est facile de s’en assurer. Dési- 


gnons le point a par 3’, pour éyiter toute confusion, et posons 
J (4) =u+ie, 


wet ¢ étant deux fonctions harmoniques qui satisfont aux équa- 
lions 


du ov Ou dv 
dx oy’ oy =—s ok 
On vérifie sans peine que, pour tout point du contour C, en 
désignant par s l’are de courbe, les relations précédentes pren- 


nent la forme 
du dy du de 


5 = — Sie ey ee 

(3) ds dn’ dn ds 

Exprimons les deux fonctions wu et » au moyen de la formule (2), 

et ajoutons les résultats aprés avoir multiplié la seconde par ¢; 

on obtient 

ei ' ; I d(u+ tv) P .. dlogr 
Jf(s)=ut+ig= — [ [tose ( —(u-+ ir) == | ds 


an Je dn dn 


ou, en vertu des relations (3), 


a ta > _d(u+ ie) er .dlogr ‘ 
fe)=— h | —Wos: arte —(u+iv)e | ds. 


ae i — £ [(u + tv) logr] + (u-+ ip) [oe — | ds. 
c 


2TU Ss dn 
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Cette intégrale se réduit done a 


dlogr .dlogr 
(4) f(@ =o x J e+ ie) ( hig Sear ) as. 


Désignons par a et 9 les angles que la normale intérieure fait 
respecuvement avec l’axe des x et l’axe des y; on trouve, par un 
calcul bien simple, les relations 


ds = — dzet%, = —i= =e? 
et ’on en déduit, en substituant dans (4), la formule fondamen- 


tale de Cauchy 
F (u+ te) dz 
f(4 )= : . 7 - 


2TL a Se 


3. Les expressions des dérivées successives de f(x) résultent 
immédiatement de la formule (1). En donnant a a l’accroissement 
Av, on aura 


J(@ + Av) — f(a) = — [fF (<> ; =) ie 


Divisons par Ax, et remarquons que 


t ‘ t be re I “ 
pour Az = 0, égale a la dérivée de yoy Par rapport a 2, 


c’est-a- dire | Prey rapport tendant d’ailleurs uniformément 
vers cette limite Reve s décrit le contour C. I en résulte 
PACH E ER 2 
f'(2) =— | (aay 


et @une maniére générale, en continuant de la méme maniére, 


(5) S™ (x)= = SL mee ok (4 _ Sa ds. 


Il n’est pas sans intérét de remarquer que I’établissement de 
la formule (1) suppose seulement que la fonction analytique f (z) 
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ait une dérivée du premier ordre, c’est-i-dire qu’en posant 
I (3) =P+ iQ, 


P et Q ont des dérivées continues et bien déterminées du premier 
ordre, satisfaisant d’ailleurs aux deux relations tant de fois écrites. 
La formule générale (5) montre que f(z) a des dérivées de tout 
ordre; ainsi Vexistence de la dérivée premiere, pour une 
fonction analytique, entraine existence des dérivées de tout 
ordre. ; 

4. Une conséquence de la formule (5) nous sera plus tard trés 
utile. Supposons que la courbe C se réduise a un cercle de rayon 
R ayant Vorigine pour centre, et que «= 0: on aura, en posant 


s= Re%, 
27 


Gil R e9¢) envi di). 


+n 
aT Ta 


IO) = 
Soit M le module maximum de f(z) sur le cercle, il vient 
[f™(0)| << * M. 


Nous en concluons facilement qu’on peut construire une fonc- 
tion uniforme et continue a l’intérieur du cercle de rayon KR ayant 
pour centre l’origine, dont toutes les dérivées soient positives 
pour s= 0 et égales, pour chaque valeur de n, a la limite que nous 


J'(o)|. Il suffit, en effet, de prendre la 


venons de trouver pour 


fonction 
M 


qui est bien telle que 


5. De la formule fondamentale (1), Cauchy a déduit le déve- 
loppement d’une fonction uniforme et continue a ]’intérieur d’un 
cercle en série de Maclaurin, Soit un cercle C de rayon R, ayant 
lorigine pour centre; on a, z étant a l’intérieur de ce cercle, 


jay= phy f fdas 


2TL 
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or on a Videntité 


I I z pee B\Rrt 1 
Bab ig | gi ato S| pe eee 
el, par suite, 
1 z)dz x & 
f(z = AS of a da 
art Jy B 3 ant J, “2 
an Z I z) er \ n+l 
QTL fo ee af 2 (=) as 
JC z C 


On voit que f(x) est représenté par un polynédme de degré n, 
augmenté d’un terme complémentaire. Si done celui-ci tend vers 
zéro pour n infini, nous aurons un développement de f(z) en 
série entiére, ¢’est-a-dire en série ordonnée suiyant les puissances 
posilives entiéres et croissantes de la variable a. Or, lorsque z dé- 


‘ - z) : , 
crit le cercle C, F( ,eun module qui ne dépasse pas une cer- 


taine limite M; si done on pose 


Tae lerals 


zee) 


Par conséquent le module du terme complémentaire sera moindre 


On aura 


b 


} p\n+l : aS ; 
que le produit de M (x) par la longueur de l’are d’intégra- 


lion, c’est-a-dire que 


M fr \nt+i | M r\e2 
i (x) amzR ou 2777 (i) ? 


expression qui tend bien vers zéro puisque r< R. On a done la 


f(a)=a— fea eee 8 { Bas... 
é : 


2Tt F att Jo 


série 


Ce développement n’est d’ailleurs autre chose que la série de 
Maclaurin, puisque, d’aprés la formule (5), 


fi) (0) = 1.2...7 F(z) 


‘ , gut+l 
27 L c 7 


dz. 
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Le théoréme que nous venons d’établir joue dans la théorie des 
fonctions un rdle capital. Nous lavions déja établi (Chap. II, 
§ 13), en développant séparément la partie réelle et la partie ima- 
ginaire de f(a). Les deux méthodes ne sont d’ailleurs distinctes 
qu’en apparence; dans les deux cas, on fait au fond usage de la 
méme formule, puisque la formule fondamentale de Cauchy n’est 
qu’une forme de la formule de Green, comme nous venons de le 


voir (§ 2). 


6. Nous dirons quelquefois, pour abréger, qu’un point est, pour 
une fonction, un pointordinaire si l’on peut, dans le voisinage de 
ce point, développer la fonction par la formule de Taylor, ou en- 
core si elle est holomorphe dans le voisinage de ce point. 

Si tous les points de l’intérieur d’une aire A et de son périmétre 
sont des points ordinaires pour une fonction, on pourra pour cha- 
can d’eux, d’aprés la définition précédente, trouver une quantté 9 
telle que la fonction soit développable dans un cercle de rayon 
autour de ce point. Il est clair que, pour l'ensemble de ces points, 
2 aura un minimum différent de zéro. Nous allons établir qu’une 
fonction satisfaisant aux conditions précédentes, a l’intérieur et 
sur le périmétre d’une aire A, ne peut avoir dans cette région 
qu'un nombre limité de racines. 

Faisons d’abord la remarque suivante : une série f(z), ordon- 
née suivant les puissances croissantes de s —a et s’annulant pour 
sa, ne s’annule pour aucun autre point a lintérieur d’un 
cercle de centre a et d’un rayon o/ suffisamment petit. On a, en 
effet, f(s) s’annulant pour z =a, une puissance entiére et finie 
de (s — a) en facteur, et, par suite, 


f(s) =(s—a)™[Ao+ Ar(s —@)+..-], 


A, n’étant pas nul. Si done | z— a est inférieur 4 un nombre 9! 
suffisamment peut, la quantité entre parenthése sera différente 
de zéro. 

Pour toutes les racines, ce rayon op’ est différent de zéro; il a 
done un minimum qui n’est pas nul. Ceci suffit a établir que /es 
racines sont en nombre limité dans la région indiquée. 


7. L’analyse de Cauchy a été généralisée en 1843 par le com- 
P>—<IT: 8 
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mandant Laurent, qui a considéré une fonction f(z) holomorphe 
entre deux circonférences concentriques C et C’. Supposons que 
Vorigine soit le centre commun et désignons par R et KR’ lesrayons 
de C et C/(R>R’). L’application de la formule fondamentale 


donne 
f(2)= = ft digheaca! Ne tan 


ATL J, +k atl J, 3—2# 


Nous prenons la seconde intégrale avec le signe moins, parce 
que nous la prenons dans le méme sens géométrique que la pre- 
miére. 

Développons en série chacune des deux intégrales; pour la 
premiére, nous n’ayons qu’a appliquer ce que nous avons dit au 
paragraphe précédent. Mais la seconde donne naissance a un dé- 
veloppement en série d’une forme différente. En effet, puisque 
sur la circonférence C’ le module de s est inférieur a celui de x, 


nous partirons de lidentité 


— / 
Wig de LAS Si 
peas SoM eA) dz. 


On montrera, comme précédemment, que le terme complémen- 
laire tend vers zéro quand n augmente indéfiniment; la seconde 
intégrale est done déyveloppée en une série entiére par rapport 


a. : . ; ; 

4 —- Il en résulte que la fonction f(x) se trouve développée en 

une somme de deux séries ordonnées, la premiére par rapport 

aux puissances crotssantes et enticres de x, la seconde par rap- 
. . I 

port aux puissances croissantes de —. 


La premiere de ces séries est convergente pour tout point tn- 
térteur au cercle C, la seconde série converge pour tout point 
extérieur au cercle C’. L’ensemble des deux séries sera conver- 
gent dans la couronne comprise entre les deux circonférences. 
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Il pourra arriver que la seconde circonférence ait un rayon 
nul, on aura alors un développement de la fonction valable pour 
tous les points du cercle C, & l’exception de Vorigine. Ainsi, 
si lon a une fonction f(z), uniforme a l’intérieur d’un cercle C 
ayant l’origine pour centre, et continue pour tous les points de ce 
cercle, sauf pour le centre, on peut développer f(z) en série de 


la forme 
p=— 


p=2 
f(z)= J Bpzp+ SF) Apze. 
p=0 


p=—-2 


8. Les développements précédents permettent d’établir facile- 
ment quelques résultats généraux relatifs aux fonctions uniformes. 
Considérons une fonction f(z), uniforme et continue dans tout 
le plan de la variable z; on suppose de plus que son module reste 
toujours inférieur a une quantité fixe M, quelque grand que 
soit s. Nous allons montrer, avec Liouville, que la fonction doit 
se réduire nécessairement a une constante. Nous pouvons en ef- 
fet développer f(z) en série entiére 


J (s) = Ao tArs+...+Ams"+..., 


et cette série sera convergente a |’intérieur d’un cercle C, ayant 
lorigine pour centre et un rayon arbitraire R. Or on a (§ 5) 


[.2...m St (4) 


OTL Je gm+l 


A n— 


he 


et, puisque sur le cercle 
|f(4)|<M, 
on a (§ 4) 


1,2... 


lAm| <p M.- 

Or R est aussi grand qu’on voudra, par suite la quantité fixe A,, 
est rigoureusement nulle (sauf pour m= 0), et la fonction f(s) 
se réduit a la constante Ag. 

Nous avions déja rencontré ce théoréme de Liouville, car il 
n'est pas distinct du théoréme établi (Chap. I, § 12) et relatif 
aux fonctions harmoniques. Nous avons vu, en ellet, que si une 
telle fonction, bien déterminée et continue pour toute valeur de 
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x ety, restait toujours moindre en valeur absolue qu’une quan- 
tité fixe, elle devait nécessairement se réduire a une constante. 
Or, en posant ici 

J (4) =P+ Qt, 
on aura éyidemment, si| f(s) <M, les deux inégalités 


[P]|<M, |Q| <M, 


et, par suite, P et Q seront des constantes. 


9. Le théoréme de Liouville se généralise immédiatement, en 
supposant non plus que le module de f(z) reste toujours infé- 
rieur 4 M, mais que, pour des valeurs de |s| supérieures a une 
quantité déterminée, on ait 


£2) <u, 


=~ 
zm 


m étant un entier positif déterminé. En prenant toujours le déye- 
loppement de f(s), on a, p étant un entier posilif arbitraire et 
en intégrant le long du cercle de rayon R, 


Am+p = = J (3). ds, 


QTL, C gm+p+i 


el, par suile, 
M 
| Am+p & RP ’ 


et ’on en conclut, R étant aussi grand qu’on voudra, 
Am+p = 0 OBO Soy 


La fonction f(s) se réduit done a un polynéme de degré m. 


II. — Poles et points singuliers essentiels d’une fonction uniforme. 


10. Nous avons jusqu’ici supposé que la fonction f(s) était 


holomorphe dans la région considérée. Soit dans cette région 
un point a, pour lequel la fonction cesse d’étre continue; on 
suppose que si de a comme centre on décrit un cercle C dun 
rayon assez pet, la fonction f(s) est uniforme dans ce cercle et - 


continue pour tous les points, sauf le point a. Dans ces condi- 
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lions nous avons (§ 7) le développement 


p=-1 


f@= 2 Bele ales 3) Ane — ay 


p=-@ 


Si les termes B, sont en nombre limité, on dira que le point a 
est un péle. On aura donc, dans ce cas, 


p=! 


(6) S(4 P=; 3m =. .t-e oe aha 


= —a 


ce développement étant valable pour les points d’un cercle d’un 
rayon suffisamment petit décrit autour du poin a. On aurait pu 
prendre la possibilité de ce développement comme définition du 
pole. Le péle a est dit un pole d’ordre m, si — m est la plus pe- 
lite puissance de s — a@ qui figure dans le développement. On voit 
que le produit 


f(3)(s am 


est uniforme et continu dans le voisinage de s=a, et prend 
pour s=a une valeur finie et différente de zéro. 

D’aprés la définition méme du pdle, il est clair que, si une 
fonction holomorphe n’a, dans Vintérieur d’une aire et sur son 
contour, d'autres points singuliers que des pdles, ceux-ci sont 
en nombre fini. On doit pouvoir, en effet, autour de chaque 
point de ce domaine, tracer un cercle de rayon déterminé et dif- 
férent de zéro, a lintérieur duquel la fonction sera développable 
soit par la formule de Taylor, soit par la formule (6). 


11. Parmi les coefficients B, il en est un particuliérement im- 
portant: c’est le coefficient B, que Cauchy a appelé résidu de la 
fonction relatif au péle a. Limportance de ce coefficient va 
apparaitre dans la recherche de l’intégrale 


(7) [fea 


prise le long d’un contour simple entourant le péle a. Nous pou- 
vons substituer au contour C une circonférence I ayant son centre 
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en @ et un rayon assez petit pour que la fonction puisse étre dans 
ce cercle représentée par l’expression (6). On aura alors 


dz dz 
Jf) 42 =Bm (2—a)m +...+ B, Pao, 


comme on le voit de suite, en posant 
z2=a+pell 


et faisant lintégration de §= 0 a4 = a7. On ade méme 


Nous avons donc 


fia =O, TBs as 
Cc 


Si l'on suppose d’une maniére plus générale que le contour 
simple C entoure un nombre quelconque de pdles a, b, ..., J, 
on aura en ajoutant les résultats partiels dus 4 chaque pdle 


S(z)\ds=—258 R, 
I p3 


yR désignant la somme des résidus relatifs aux différents pdles 
situés a lintérieur de C. 

Nous pouvons donc énoncer le théoréme fondamental suivant, 
dont Cauchy a fait d’innombrables applications : 


Lintégrale d’une fonction uniforme prise le long d’un 
contour simple est égale au produit de 27xi par la somme des 
résidus de la fonction relatifs aux péles situés a Vintérieur 
du contour. 


12. Les fonctions uniformes peuvent présenter d’autres points 
singuliers que les poles. Nous dirons d’une maniére générale qu’un 
point O qui n’est pour une fonction uniforme f(s) ni un pdle, ni 
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un point ordinaire, est un point singulier essentiel isolé pour 
cette fonction, si, 4 Vintérieur d’un cercle ayant O pour centre, 
la fonction est uniforme, et si, en dehors de O, elle ne posséde 


dans ce cercle d’autres points singuliers que des péles. 
s Pp 
1 


Ainsi, par exemple, la fonction e* a au point so un point 
singulier essentiel isolé. Ce point n’est en effet pour la fonction 
ni un pole, ni un point ordinaire. L’étude de cette fonction si 
simple va nous montrer de suite l’indétermination d’une fonction 
dans le yoisinage d’un point singulier essentiel. Considérons en 
effet Péquation 


atin 


A étant une constante quelconque différente de zéro. Il est facile 
d’avoir ses racines. Soit en effet 


A = Ret 
et 
=p + qv; 


tile 


on aura 
eP+di = Re, 
Le module du premier membre est égal a e? et son argument 


a’ gq; ona donc 
ese ts ou p =logR, 


ce logarithme étant le logarithme arithmétique, et 


g=24+2kn, 
done 
I 
~ logR+(a+2kn)t’ 


. 


k élant un entier arbitraire positif ou négauf. 


Quand & augmente indéfiniment, ces valeurs de s tendent vers 
zéro. On en conclut que l’équation 


=A (A 40) 


a une infinité de racines dans le voisinage de s = 0, c’est-a-dire 
que, quelque petit que soit lerayond’uncercle décrit de l’ori- 
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ginecomme centre, ily aura toujours une infinité de racines de 
cette équation contenues a Vintérieur de ce cercle. Cet exemple 
montre combien est profonde l’indétermination d’une fonction dans 
le voisinage d’un point singulier essentiel. 


13. C’est M. Weierstrass qui a fait le premier, d’une maniére 
Pp ) 

systématique, l’étude des points singuliers essentiels (1). L’il- 

y) que, p iS) 

lustre auteur a montré que, dans le voisinage d’un point essen- 

uel, la fonction f(s) s’approche autant qu on veut de toute va- 
) q 

leur donnée, c’est-i-dire que, étant donné un nombre ¢ aussi 

petit qu’on voudra et un nombre quelconque A, il y aura tou- 

I q ,» UY 

jours, a l’intérieur d’un cercle ayant @ pour centre et un rayon si 

peut qu'il soit, des points z ot 


[f(z)—Al<e. 


M. Weierstrass déduit cette proposition de ses théorémes gé- 
néraux sur les fonctions uniformes. Nous en donnerons une dé- 
monstration différente (7). 

Tout d’abord remarquons que, dans le vyoisinage d’un point 
singulier essentiel, la fonction peut admettre une infinité de 
poles. Ainsi la fonction 


a pour point singulier essentiel z= 0, et elle admet les pdles en 
T 


nombre infini s = (A entier). 


kr 
Pour établir le théoreme général qui vient d’étre énoncé, con- 
sidérons la fonction 


(8) Fle) eA 


Deux cas pourront se présenter. La fonction (8) pourra avoir une 


(‘) K. Wererstrass, Mémoire sur les fonctions uniformes d’une variable 
(Mémoires de Vl Académie de Berlin, 1876). 

(*) J'ai donné pour la premiére fois cette démonstration dans mon Cours li- 
thographié de 1886. 
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infinité de pdles dans le voisinage du point singulier essentiel a; 


dans ce cas, l’équation 
f(4)—A=0 


aura une infinité de racines dans le voisinage de a, et le théoréme 
est alors évident : la fonction non seulement s’approche autant 
qu’on veut de A, mais lui devient rigoureusement égale. 

En second lieu, !a fonction (8) n’a pas une infinité de pdles 
dans le voisinage de a. On peut alors dans ce voisinage se servir 
de la formule de Laurent, et l’on a, dans J’intérieur d’un certain 


cercle C, 
I 


F(4)—A 


= hee Ay(s—a)-+... 


B, By 
+ -- ee 
(4—a@) Se) 


La premiére série sera convergente 4 l’intérieur du cercle C, la 
seconde est convergente dans tout le plan, sauf au point a. Or, 


si l'on pose - =, nous sayons qu'on peut choisir 2 de mo- 


z= 


dule supérieur 4 tout nombre donné R, de facon que le module de 
Biz i By v?-+. Ot 


soit lui-méme supérieur a telle quantité positive qu’on voudra 
donnée a l’avance. A cette valeur de x correspond un point z 
aussi rapproché qu’on veut de a, pour lequel le module de 
J (+) — A est inférieur 4 tout nombre ¢, si petit qu’il soit, ce qui 
démontre le théoréme. 


14. La proposition précédente ne nous apprend rien sur les 


racines de l’équation 
J(s)—A=0 


dans le voisinage du point a. Bornons-nous 4 énoncer un théoréme 
sur lequel nous reviendrons plus tard (') : 


Péquation précédente a en général une infinité de racines 
dans le voisinage dea. Il peut arriver cependant qwil n’en sott 


(‘) E. Prearp, Mémoire sur les fonctions entiéres (Annales de l’Ecole Nor- 
male, 1880). 
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pas ainst pour certaines valeurs exceptionnelles de la con- 
stante A, mais tl ne peut exister plus de deux valeurs exception-. 
nelles. 


Dans cet énoncé la valeur A =o est A considérer comme une 
valeur que rien ne distingue des autres. 

De ce théoréme résulte une classificauon pour les points sin- 
guliers essentiels isolés d’une fonction uniforme f(z). On peut 
les partager en trois classes : 

1° La fonction /(z) peut prendre sans exception toutes les va- 
leurs que lon youdra dans le voisinage de a; on peut dire que 
c'est le cas général. 

2° Il peut y avoir une valeur exceptionnelle que la fonction ne 
prendra pas dans le yoisinage de a. Ainsi, par exemple, la fonction 


ne devient pas nulle dans le voisinage de s =o. Nous ayons ici 
unique valeur exceptionnelle A = o. 


3° Deux valeurs excepuionnelles peuvent enfin se rencontrer. 
1 


La fonction e? en offre un exemple; |’équation 


n’aura pas de racines dans le yoisinage de l’origine si A = o et si 
A illo eh 


15. Nous avons toujours supposé jusqu’ici que le point, dans le 
voisinage duquel on faisait étude de la fonction, est a distance 
finie. Dans la théorie des fonctions dune variable complexe, on 
considére les valeurs de s d’un module infiniment grand comme 
formant un point; on le désigne sous le nom de point a@ Vinfini. 
Il suffit de poser 


pour que le point a Vinfini dans le plan des < soit ramené a l’ori- 
gine dans le plan des 3’. 
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Les définitions et les théorémes qui en résultent s’étendent done 
sans difficulté au point a Vinfini. Celui-ci, par exemple, sera un 
péle pour la fonction f(z), si la fonction 


f(s) 


admet comme pole le point s’= 0: on aura alors 


|= 


a 


A A 
Be) as ae Gs), 


G(s’) étant holomorphe dans le voisinage de z'/-= 0 : donc 
to) 


 f(4)=Ams™+...4+ As-+G(4), 


\ 


P\er, A it he I 
G(—) étant une série entiére en —, conyergente quand || est suffi- 


. 


samment grand, 


Si nous considérons en particulier un polynéme d’ordre m, 
nous pouvons le regarder comme une fonction de s ayant, pour 
toute singularité, le point a l’infini comme pdle d’ordre m. La ré- 
ciproque est yraie, c’est-a-dire qu’une fonction uniforme dans 
tout le plan, ayant comme seule singularité le point a Vinfint 
supposé pole d’ordre m, se réduit a un polynéme de degré m. 
ll est clair en effet, que, dans ce cas, 


reste, a partir d’une certaine valeur de | =|, inférieur 4 un nombre 
fixe; par conséquent, d’aprés le théoréme de Liouville généra- 
lisé (§ 9), la fonction entiére f(s) doit se réduire a un polynéme 
qui deyra étre nécessairement de degré m, puisque le point a 
Vinfini est un pole d’ordre m. 

Ce théoréme peut se généraliser. Une fonction rationnelle est 
une fonction uniforme qui n’a dans tout le plan, y compris le point 
i Vinfini, d’autres points singuliers que des pdles. La réciproque 
est exacte et se déduit de suite du théoréme précédent. Soient en 
effet a, b, ..., Lles pdles de notre fonction f(z), 4 distance finie 
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et de degrés de multiplicité a, 6, ..., . Formons le produit 
ST (4) (4 —a)*...(2— 1), 


il n’aura plus de pole a distance finie, et le point a Vinfini ne 
pourra étre qu’un pdle ou qu’un point ordinaire. Ce produit est 
done un polyndme ou une constante et il est bien établi que f(s) 
est une fraction rationnelle. 


III. — Fonctions analytiques élémentaires 
dune variable complexe. 


16. Nous avons déja, a propos de la théorie des séries entiéres 
(Chap. II), défini les fonctions élémentaires e*, sinz et cosz, qui 
sont uniformes et continues dans tout le plan. Nous nous occu- 
perons dans ce paragraphe des fonctions élémentaires qui ad- 
mettent des points singuliers et de celles qui ne sont pas uni- 
formes. 


17. Les fonctions tang et cots sont définies par les quotients 


sins Coss 


-——+ La fonction cosz s’annulant pour certaines valeurs 
CoOsSzZ sins 


de zs, tangs deviendra infini. Cherchons les racines de cosz, on 


devra avoir 
est e-si=0 


ou 
e2zi — —_ Me 


donc, en posant s = 4-+ 78, 
e2tla+iB) — 17, 


Or, —1 ayant lunité pour module et son argument pouvant étre 


pris égal az, on aura 
e—B=1, 


24=n7+2kn. 


Par conséquent, les racines z sont données par la formule 


7 


7 


£=-+kn, 


i] 
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/ étant un entier positif ou négatif. Ces points sont des pdles 
simples de tangs. 

On verra de laméme maniére que les pdles de cots sont don- 
nés par 


Bim nt 


Ainsi, tandis que les fonctions e’, sins et coss sont des fonctions 
entiéres, les fonctions tangs et cots, qui sont aussi uniformes 
dans tout le plan, ont un nombre infini de pdles. 

Nous verrons dans le Chapitre suivant comment on peut les 
développer en séries de fractions rationnelles. 


18. Nous n’ayons considéré jusqu’ici que des fonctions uni- 
formes, c’est-a-dire n’ayant qu’une valeur pour chaque valeur 
de z. Prenons maintenant l’expression 


ye veca: 


pour une valeur de z, w a deux déterminations, mais on ne doit 
pas considérer ces deux déterminations comme représentant deux 
fonctions distinctes de z. En effet, partons d’une valeur 39(394 @), 


et soit wp une des déterminations du radical \/z) — a. Tracons 
dans le plan de la variable z un chemin allant de 39 a un point 5, 
et ne passant pas par a; suivons par continuité Ja valeur de ua 
partir de la détermination choisie up pour 3 = Zo, c’est-a-dire pre- 
nons, pour 5 voisin de Zo, la valeur de w voisine de wy et ainsi de 
suite de proche en proche. Nous arrivons ainsi au point 3, avec 
une yaleur déterminée pour uw. Deux chemins différents allant 
de z) 4 s, donneront, a l’arrivée en z,, laméme valeur pour u, si le 
point @ n’est pas compris dans l’aire limitée par l'ensemble des 
deux chemins. En effet, en posant 


5s—a= (cos) + zsind), 


prenons pour uy la détermination 


— 0 se U0 
Zo— a = V Po (cos = + 72 sin “ 


et pour valeur générale de vs—a 


Via = Vo (cos - isin). 
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En faisant varier 9 et 9 d’une maniére continue depuis (9, 4) 
correspondant a Z, jusqu’a (9, ,) correspondant a <,, Vargu- 
ment 4, est bien le méme, que l’on ait suivi l'un ou l’autre che- 
min, si le point @ est extérieur a Vaire limitée par les deux 
chemins. Il en est autrement si on a deux chemins C et C’ for- 
mant la limite d’une aire comprenant le point a (fig. 16). Si on 


(C’) 


part de so avec argument %) pour z)— a, et si 4, désigne encore 
Pargument obtenu en arrivant en z, par le chemin CG, il est clair 
que le chemin C’ nous conduira en 3, avec l’argument §,— a7: 
nous trouverons donc, par le chemin G, la valeur 


0, \ 
uyy= V1 (cos * +isin> ) 
9.) 
et par le chemin C’ 


() 
uy =—V/o% (cos + isin). 


Les deux déterminations de la fonction ne forment done pas 
des fonctions distinctes. Ainsi, en particulier, si l’on part de sy 
avec une certaine détermination, on reviendra en ce point avec 
Yautre détermination si lon tourne une fois autour de Vorigine. 

Ces remarques sont bien simples; elles n’en ont pas moins joue 
un role considérable dans la Science, en appelant l’attention sur 
les fonctions non uniformes. On a considéré longtemps les deux 
valeurs de 


u=Vs—a 


comme formant deux fonctions distinctes de s; e’est qu’on ne 
sattachait pas a Pidée de continuité pour définir au juste ce que 
Yon entendait par fonction. Nous venons de yoir que c’est en sui- 
vant par continuité la succession des valeurs de wu sur un chemin 
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donné, que la valeur finale se déduit sans ambiguité de la valeur 
initiale. 


19. Un autre exemple de fonction non uniforme ya nous étre 
fourni par la fonction logarithmique. Cherchons les racines de 
Véquation en u 


evs, 


= étant une quantité donnée; u est par définition le logarithme 
de z. En posant 


PO CS ae &=r(cosa+ sina), 
ona 
exe = peia; 
done 
r=ex, Y=a+eakx 
et, par suite, 
(9) u = Logr + (2+ 2k) t, 


Logr désignant le logarithme arithmétique de 7; £ est un entier 
arbitraire. Ces valeurs en nombre infini sont les déterminations 
multiples de logs. 

Si maintenant nous voulons considérer « comme fonction de s, 
nous partirons d’un point 3, avec une de ces déterminations et 
nous suiyrons par continuilé, comme nous l’avons fait au para- 
graphe précédent. On voit ainsi que la fonction logs reprend la 
méme valeur quand s revient au point de départ sans avoir tourné 
autour de l’origine. Au contraire, si le chemin partant de Zp re- 
vient en ce point aprés ayoir tourné une fois dans le sens direct 
autour de l’origine, a) augmentera de 27 et par suite logs repren- 
dra sa valeur initiale augmentée de 270. 

La fonction logs a donc une infinité de déterminations qui peu- 
vent s échanger les unes dans les autres en Lournant autour de 
lVorigine qui est un point singulier. 

Cette fonction a une dériyée qu’il est facile de calculer; on a 


eu=— 3, etthu— z+ Az, 


Done 
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ou 


A . 
eau(r+ S44...) Say 


el, par suite, 


Au I I 
lin — = — — 
3 eX 3 
Ainsi 
du I 
azz 


Il en résulte que logs est bien une fonction analytique de z. On 
aurait pu le voir en partant de l’expression (9) et remarquant 
que Logr et + 2hkz satisfont bien aux relations fondamentales 


ou as Ou ov 


ox Oy’ Oy ox 


20. Considérons maintenant la fonction log(1 + zs). Elle admet 
comme point critique le point s=—1. Soit (C) (fig.17) le 


cercle qui a pour centre l’origine et qui passe par ce point sin- 
gulier A. A Vintérieur de (C), Pune quelconque des détermina- 
tions multiples de la fonction log(1 + 3) est uniforme et continue. 
Si lon choisit celle qui s’annule avec s, on reconnait facilement 
que sa détermination est logAP +z, « désignant l’angle des 
deux directions Az et AP. 

D’aprés le théoréme de Cauchy, cette détermination est déve- 
loppable en série entiére relativement a z, pour tous les points in- 
térieurs a C, et l’on obtient 
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Nous avons déja étudié ce développement (Chap. IL, § 22). Nous 
avons yu qu il coincide avec celui que l’on obtient pour z réel. 
Cette série est convergente dans tous les points de C sauf au 
point A; elle représente done log(1 + z) pour tous ces points, et 
peut étre prolongée analytiquement dans tout le plan. En allant 
du point P a un point P’ extérieur par deux chemins différents, 
on obtiendra pour log(1+ 3) la méme valeur, pouryu que ces 
chemins ne contiennent pas dans leur intérieur le point A. 

Soit M(1, 9) un point du cercle de convergence 


2=cos0 + rsin9, 


Ona 
0 mi) 
log(1+ 2) = log2(cos—) +7- 
2 2 
et 
cos® + ¢sin9 (cos) + ¢sin§)2 


log(1+ 3) = 
8 ( ) I 2 


ce développement étant valable pour toutes les valeurs de 4, sauf 
) =-+ x. On en conclut les deux développements 


( i cos cos 29 cos30 
log (2 cos 5) = = 4 
Oo al 2 3 
el 
6 sin@ sin26 sin39 
-= A . 
2 I 2 a 


Nous avons vu plus haut que la fonction uw = logs a pour dé- 


Fig. 18. 


of 


M’ 


Wine. 5 a re ‘ a EF hs 
rivée —; elle peut donc étre représentée par Vintégrale curviligne 
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le chemin qui va de 39 a 3 étant donné. Si l’on va du point A (4p) 
au point B(z) ( fig. 18) par deux chemins qui ne comprennent 
pas l’origine, le résultat sera Je méme. Mais si l’on va de A en B 
par deux chemins qui comprennent lorigine, tels que AMB et 


AM’B, on aura 
i dz [ is 
ak Fo Be ; 
Yawe* Samia /aMB 


Or la premiére intégrale est égale 4 27: donc on a, en désignant 
par w’ la seconde détermination de uw, 


' 


uw Ott: 


Sile contour AM’B faisait & fois le tour de O, on aurait 
u=u+ 2kin. 


Nous retrouvons bien de la sorte les déterminations en nombre 


infini de la fonction logs. 


20. La définition de la fonction 3s” se déduit de celle de logs, 


en posant i 


gm — emlogs 


qui donne un sens a 3”, quel que soit m. On voit que la fonction 
3s” a comme point critique le point z= 0, et, quand z tourne 
autour de Porigine, la fonction se reproduit multipliée par e?”"™, 
puisque logs s’augmente de 272. 

Considérons en particulier la fonction (1+ 3)”. Elle est déve- 
loppable en série convergente en tout point intérieur au cercle 
qui a pour centre lorigine et qui passe par le point singulier 
3—=—1. Considérons celle des déterminations de (1+- 5)” qui 
devient égale 4 1 pour so. Elle sera, d’aprés le théoreme de 
Cauchy, représentée par la série 

m m(m—1) $4 _ m(m—i)...(m—n+)), 


- Ps 
eC ae —— a" 


fen ae 
1.2 Le sez) 


que nous ayons déja étudiée précédemment (Chap. II, § 23). De 
sorte que cette série, qui représente (1+ 3)” lorsque z est réel, le 
représente encore quand z est imaginaire et de module inférieur 
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. 


a un. Sur la circonférence de convergence nous savons que le 
développement est ou n’est pas convergent suivant la valeur de m. 


21. Le développement de Virrationnelle 


1 


Vi—o2an + a2 


suivant les puissances de « se rattache a la question précédente. 
Bornons-nous au cas ott x est réel. Cette irrationnelle est une 
fonction algébrique de « qui a deux déterminations. Choisissons 
celle qui, pour % = 0, est égale 4 +1. Le rayon du cercle de con- 
vergence de son développement suivant les puissances enticres 
de « est évidemment égal au module de la racine du polyndme 
1— 24x + a? qui est la plus voisine de lorigine. 

Si |a|<1, les deux racines 2 + 7 \/1 — x? sont imaginaires et 
leur module, indépendant de «, est égal a un. Le rayon du cercle 
de convergence est donc aussi égal 4 wn quel que soit |x}. Si 
|x| >1, les deux racines sont réelles et le rayon du cercle de con- 
vergence variable ayec | z|. Dans les deux cas, on aura, pour tout 
point « pris a l’intérieur de ce cercle, un développement conyer- 
gent de la forme 


————————— = Xy+ Xya-+ Xga2+...4+ X,ars+.... 


Les coefficients X, sont connus sous le nom de polynémes de 
Legendre; X, est de degré nen x. 

Cherchons d’abord une relation de récurrence qui existe entre 
trois coefficients X,, successifs. En posant 

1 

(10) eed ae t 
Vi—242 + 0 
on déduit, en dérivant par rapport a a, 
( oy ( j on y(z ot ) 
11 — (Il — 247 + a*)=— V(et—a). 

) <7 )=J ) 

Prenons la dévivée ni? par rapport a « des deux membres de 
cette égalité. En appliquant la formule bien connue qui donne la 
dérivée d’un produit de deux facteurs, et en faisant =o, on 
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ontly ; ony ( on-ly 
(sa ) en +1)2 (53),+ n* dant], ° 
D’ailleurs, on a 
gn 
(5%) AWS anh uns 
0 


et finalement la formule de récurrence cherchée est 


obtient 


(12) (m+ 1)Xpoy— (22 +1)eH7Xyn+ nXpn_1=0. 


On en déduit que X, est un polynéme de degré n en x: les deux 
premiers sont 
y= Nee 
Pour #=--1, on a XA, == i.4 Pour a =——1, on. a hyd 
suivant que 7 est pair ou impair. 
Ces polynémes jouissent de toutes les propriétés des fonctions 


de Sturm, comme on le reconnait immédiatement. Pour « = —1, 
la suite des polyndmes Xy, X,, ..., X, présente manifestement 


n variations. Pour « =-+1, elle n’ena plus; donc, x croissant de 
—1a-+1, la suitea perdu n variations; donc X, a passé au moins 
par nm racines; et comme ce polynéme est de degré n, ses n racines 
sont comprises entre —1 et + 1. 

Pour établir maintenant Videntité, a un facteur prés, des poly- 
nomes X,, avec les polyndmes que nous ayons déja étudiés (t. I, 
p- 16), il suffira de démontrer que Pintégrale 


+1 


J (#@)Xndzx 


v=} 
est nulle lorsque f(a) est un polyndme arbitraire de degré au plus 
égala n —1. Nous nous servirons a cet effet d’une seconde relation 


obtenue en dérivant par rapport a x les deux membres de (10). 


Ona 


oy Bee ay 
jg (i 2ae +a Sea 


el, en comparant avec (11), 


oy . 


oy 
tel 3 Wrong 8s wk 
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d’oti la relation cherchée 
(11) GR — Apogee da: 


Multipliant les deux membres par «dz et intégrant de —1 a 
+1, il vient 


+1 
n [ 2mX,dz= i 


iw | f= 


+1 


+1 
em+iX’ dx —f aMX),_, an, 
—1 
dou, en intégrant par partie, 


+1 
n [ 2mX,da =[x™(aX,—Xn1)]*t 


J} 
+1 mee! 
—(m-+1) [ x"X,dxz+-m if least Somes Bir 
vat ry 


—=f 


Or (2Xpn— Xn_, ) est nul pour les limites + 1 et — 1: donc finale- 


ment 
+1 ami’ 
2 m y 
[ 2X, dz = ——_—_— “21-1X,_, dz. 
Posey WUT Tinta De a 


On a d’ailleurs 


+1 +4 
# Xjaz = 2, f oe —O (Ger 
—1 vJa1 


Le résultat est maintenant immédiat : si m est Sn —1, Vinté- 
grale (14) se raméne a une intégrale de la forme 


+4 
ft Xndx (771) 
1 


(14) 


et est nulle. Il en est de méme de V’intégrale 


t= 1 


J(@)Xndx, 
“1 


ot. f(x) est un polynéme arbitraire de degré Sn —1. Done X,, 
satisfait a Videntuté 
d*(a? —1)" 


8 Wie Oe arp merce f 
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ot: A est une constante dont on trouve facilement la valeur 


I 
AS 
Diet Oa Que 


22. Parlons enfin, pour acheyer I’énumération des fonctions 
¢lémentaires, des fonctions circulaires inverses. La fonction 


u = arctangs 


sera définie par l’équation 


tang u = 4. 


On peut trouver aisément l’expression générale de uw, en rem- 
I § ) 
placant tangw par sa valeur en fonction d’exponentielles 


sin lu ewi— eu e2ui— | 
tang u = i = >—— > 
cosu TCE teas tiee) Met FH) 
done 
op  ItstE 1s 
C4 = 
I— Zt t+6 
el enfin 
I t—<z T 1 a—U 
u=—log- = — + — log . 
2 t+ 5 2 2 B+ 


La fonction arctangs se raméne donc a la fonction logarith- 
mique. Ses points singuliers sont s =+¢ ets =— JU. 


On définira d’une maniére analogue la fonction 


u = arcesinz 
par l’équation 
sin = 3, 
qui donne 
evi — e—ui — 951 
ou 


ervi4ostei—t=o, 


et par suite 


cw! = gi + V1 — 3?, 


dott se conclut 


bi “log(si +V/1— 2). 


La fonction aresinz s’exprime done a l'aide de la fonction loga- 
rithmique. 
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23. Nous ne nous sommes occupé jusqu’a présent que des dé- 
veloppements suivant les puissances entiéres de la variable. On 
peut, dans certains cas, par un simple changement de variable, 
développer une fonction sous une forme différente. L’exemple 
suivant est relatif au développement d’une fonction en série d’ex- 
ponentielles. 

Soit f(s) une fonction uniforme et continue de s a Vintérieur 
d’une aire définie par deux paralléles 4 Oy. On suppose que cette 
fonction est périodique, l’amplitude de la période étant 277, 


J (4+ 2nin)= f(z). 


de sorte que la valeur de la fonction au point A (fig. 19) est la 


Fig. 19 


méme qu’au point B, si le segment AB paralléle a Oy est égal a 
2nn, n étant un entier quelconque. 
Posons 


et cherchons quelle est dans le plan des z! (/ig. 20) la région qui 
correspond a la bande, indéfinie dans les deux sens, comprise 


entre les paralléles MP et NQ. Soit =a léquation de la droite 
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AB; laffixe d’un quelconque de ses points est 
s=a+ly, 

et le point correspondant du plan des z’ est 
ERS MRA E 


c’est-a-dire qu’a la droite AB correspond dans le plan des z’ une 
circonférence de rayon e@ et de centre O’. Il s’ensuit qu’a l’aire 
MNPQ correspond I’aire limitée par les deux circonférences con- 
centriques qui correspondent aux paralléles MP et NQ. 

La fonction f(z) va devenir une certaine fonction 9(3’) uniforme 
et continue dans l’espace annulaire compris entre ces deux cir- 
conférences. Elle sera par conséquent développable dans cette 
région par la formule de Laurent 


Par suite f(s) sera représentée dans toute la bande MNPQ par 
la série 


m=-+ 2 


fia= » Aneme, 


m——oo 


Si, au lieu de supposer la période égale 4 277%, on supposait son 
amplitude égale a @, et que Vaire soit limitée par deux droites pa- 
ralléles a celle qui joint le point s au point z + a, on obtiendrait 
expression 


2+ 0 


i(a)= >> Ame 


2mits 


IV. — Sur les produits convergents. 


24, Quoique nous devions faire peu d’usage de la représentation 
des fonctions sous forme de produit, il ne sera pas inutile d’in- 
diquer quelques propositions générales relatives aux produits con- 
vergents. La théorie des produits conyergents ne présente d’ailleurs 
aucune idée nouvelle, puisque la convergence d’un tel produit se 
raméne toujours a la convergence d’une série. 
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Nous commencerons par démontrer le théoréme suiyant : 


Le produit 


(1-+ a,)(1+ ay)...(1+ ap)... 


sera convergent si la série 


ja,| +] ag) +...+]an| +... 


est convergente. 


Nous pouvons supposer que | @,|<1, quel que soit n, puisque 
nous pouvons laisser de cété des facteurs nécessairement en 
nombre limité oi cette condition ne serait pas remplie. 

Ceci dit, supposons d’abord les a réels. Le produit sera conver- 
gent, si la série 


log(t+ a,)+ log(1+ az)+...+log(1+a,)+... 


est convergente. Désignons par 6 les termes positifs et par — c les 
termes négatifs parmi les a. La série 


log(1+ 6,)+ log(1+ b2)+...+log(1+ bn)+... 


sera convergenle, car log(1-+ 7)<.@ quand « est positif. 
Pareillement, la série 


log(1— c,;)+...+ log(1—e,n)+... 
sera convergente, car ona 


? Ome Ue, 


log(1— ¢, )=— 


or le facteur tend vers wn - la série convergera donc puisque 


I 
1— Ocp 
la série de terme général c, est convergente. 


Passons maintenant a la série 
(1+ Wy )(1+ U2)...(I + Upn)..., 


les w étant complexes. Soit u,=a,+ bat; les séries ¥| ap| et 
>| b,| sont conyergentes par hypothése. Le carré du module de 
(1+ Up) est 


(1+ @p)?+ 62 ou 1+ 2a,+a2-+ 62. 
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La série de terme général 
2An+ a2 + 5} 
converge évidemment; par suite le module du produit tend vers 


une limite. Passons a l’argument; celui-ci est pour 1+ uy, 


aces 
(1+ Gn)? 63 


et il faut montrer que la somme des arguments a une limite dé- 
terminée. Or cet arcsin est comparable a b,, ce qui rend évident 
le résultat que l’on veut établir. 


Passons maintenant aux produils convergents représentant 
une fonction de s. On considére le produit 


(15) [t+ fi(4)] [t+ fo(4)].. [1+ fa(4)]- «5 


les fonctions f(s), .-., fn(s), .-. sont des fonctions uniformes 
et continues dans le méme cercle C de convergence. On suppose 
de plus, en représentant d’une maniére générale par 


F(Z) (Zeal) 
la série obtenue en remplacant dans /;(s) chaque terme par son 
module, que la série 
F,(Z) + Fy(Z) +...+F,(Z)+... 


converge quand Z est inférieur au rayon du cercle C. 
Dans ces conditions nous voulons montrer que le produit (15) 
représente une fonction holomorphe de z a Vintérieur de C. 
Considérons d’abord le produit convergent 


P(Z) = [1+ F,(Z)] [1+ F2(Z)].--[t+ Fn (Z)].--- 


Soit P,(Z) le produit des n premiers facteurs; nous pourrons 
mettre P,,(Z) sous la forme 


Pa(Z) = AZ +ARZ+...+ A2R2"4,.., 


A’ étant une constante positive. Or P,(Z) est plus petit que P(Z); 


donc tous les termes 
At Zm 
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sont moindres que P(Z). Mais quand n augmente indéfiniment 
(m restant fixe) les A}, augmentent. Par suite A*, pour n= 
tend vers une limite que nous désignerons par ie Ceci dit, re- 
marquons que l’on a 


P,(Z) > A¥+ APZ+...4+ A”,Zm 

(en ne prenant que m termes); donc, m restant fixe et n augmen- 
tant indéfiniment, P(Z) est au moins égal a 

Ao t+ A, Z+...+A Z". 
Puisque la somme des m premiers termes de la série 
(=) Ap tA, Z-+...+ Ay 2+ 
est moindre que P(Z), on en conclut que cette série (X) est con- 
vergente eta au plus P(Z) pour limite, D’autre part, ona 


P,(Z)< Ap +A,Z+...+A,,Z" 


On a donc les inégalités 
BCL) AN ey eA es Se PUT): 
ce qui établit que la série (2) a P(Z) pour limite. 


Nous allons maintenant achever aisément Ja démonstration. En 
srenant le produit des n premiers facteurs dans le produit (15), 
| P Pp 
ona 

Qn(s)H=artatst...t+ ah, amr 


ay, est une somme de termes complexes; pour n=, c'est la 
somme des termes d’une série pour laquelle la série des modules 
est convergente ; nous aurons donc une limite pour a’, soit dp. 


La série 
O(Z) =A) +45 +...+425"+.. 


convergera manifestement, et 9(z) coincide avec la valeur Q(z) du 
produit convergent (15); on le voit de suite en remarquant que 


1o(z) — Qn(s) |< P(Z)—Pa(Z); 


or le second membre de cette inégalité tend vers zéro. Il en ré- 
sulte bien que 9(z) est égal a la limite de Q,(=), c’est-a-dire a 
Q(z). Ce produit convergent est donc mis sous la forme d’une 


140 CHAPITRE Y. 


série enuére dans le cercle Cet la proposition énoncée est com- 
plétement établie. 


V. — Décomposition en facteurs des fonctions uniformes. 


26. La décomposition d’un polynéme en un produit de facteurs 
linéaires est la proposition fondamentale de l’Algébre. Considérant 
une fonction G(z), uniforme et continue dans tout le plan, on a 
cherché pareillement 4 décomposer G(z) en un produit de fac- 
teurs qui mette en évidence les racines de cette fonction. Cauchy 
y est arrivé dans des cas étendus, mais sans pouyoir toutefois 
traiter la question dans toute sa généralité. C’est 4 M. Weier- 
strass que l’on doit d’avoir étendu aux fonctions G(z), que nous 
appellerons avec lui fonctions entiéres, le théoréme fondamental 
de ’Algébre, Cet admirable résultat est le point capital du Mé- 
moire de l’illustre auteur que nous ayons cité plus haut (‘). 

Soit une suite de quantités 


a, ad, weey Xygs e0ey 


rangées par ordre croissant de leurs modules et telles que 


c I 
lim — =o. 
n=x An 


Si plusieurs de ces quantités ont méme module, on rangera les 
quantités de méme module dans un ordre arbitraire. D’aprés la 
définition méme du mot limite, il est clair qu’étant donné un 
nombre quelconque R il n’y a qu’un nombre /imité de valeurs 
des a dont le module soit inférieur a R. 

Ceci posé, nous allons montrer qu’on peut former une fonction 
entiére G(s) ayant pour racines les quantités a et celles-la 
seulement. Si plusieurs quantités a sont égales, la racine sera d’un 
degré de multiplicité égal au nombre de fois que figure cette 
quantité. 


27. Une remarque préliminaire nous sera indispensable. Soit 
une série 


(16) Tole) A ital 


(1) On trouvera une traduction de ce Mémoire dans les Annales de l’Ecole 
Normale supérieure (1879). 
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dont les termes sont des séries entiéres convergentes dans un 
cercle C de rayon R ayant lorigine pour centre. Désignons par 


Fr(Z) (Z=/4|) 


la série obtenue en remplagant dans f,,(s) chaque terme par son 
module. On suppose que la série 4 termes positifs 


(17) EAR EA ee yA ee 


soitconvergente pour Z< R. Dans ces conditions, il est manifeste 
que la série (16) sera convergente dans le cercle C, et sera suscep- 
tible de se mettre sous la forme d'une série entiére conyergente 
dans ce méme cercle; on peut, en effet, dans la série (16) modifier 
Vordre des termes, puisque la série des modules de tous les termes, 
représentée par (17) est par hypothése convergente. 


28. Ceci posé, laissons de cété celles des quantités a qui pour- 
raient étre égales a zéro, et considérons l’expression 


1 zs \? 1 s 
i = rs en tila) Ty vad (3) 
era ay 
Si ’on suppose que | z| soit inférieur a 
pp {ue | 
visager 


z 2 tif 2 \* I my \ Yt 
log uy = log i——)+—+- —) +...+ — (— > 
Gy | Ga 2\ ay v—1\ay, 


a, |, nous poOuvons en- 


log ( — =.) représentant une fonction uniforme et continue dans 
v 


le cercle de rayon |a,| et s’annulant pour z= 0. On aura, par 
suite, 


Lif oP I sae tt 
1S cues ee ee 
v\ ay y+. \ay 
dot. Von conclut 
1 3 1 s \vtt 
aed Ti kas) aye 
Nous voulons maintenant montrer que le produit infini 


(18) Uilighiee lips: 


est convergent et représente une fonction entiére de = s’annulant 
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pour 
1, Qa, eee, yy acy 


vy étant un entier quelconque. A cet effet, montrons que le pro- 
duit (18) représente une fonction uniforme et continue de z dans 
le cercle de rayon ay. Laissant de cdté les facteurs en nombre li- 
mité correspondant a des valeurs des a de module moindre que ay, 


nous ayons 


WNUysisea Coa pa: | es Vee 


La convergence du produit sera rétablie, si nous montrons que la 
§ ; q 


série 
uo 
I Zz n I gz \nrrl 
ee Soa ee 
: L2 \ Gn n+1\@n, 
= 4 
est convergente pour |z|< | a, |. 


Nous avons la une série dont chaque terme est lui-méme une 


série ordonnée suivant les puissances de z; or ona 


I n 


nt n 


& 
An 


An 


Nous devons montrer, pour pouvoir appliquer le lemme du para- 
graphe précédent, que la série dont le terme général est 


est convergente. [len est ainsi, car le rapport d’un terme au pré- 
cédent est 


S 
a 
An a , n 


< 


| n+1 


An+1 


< 


qui tend vers zéro a cause du facteur > 
a+ 
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Nous sommes done assuré que la série (19) représente une fonc- 
tion holomorphe dans le cercle de rayon | ay |. Le produit (18) re- 
présente done une fonction de z holomorphe dans ce cercle; cette 
fonction s’annule pour 


Ay, Gy, +++, Ay-1 
et elle n’a pas d’autres racines dans ce cercle. 


L’entier vy est d’ailleurs absolument arbitraire. On en conclut 
done bien que le produit 


Uy, Ug... Uy... 


représente une fonction enticre de z ayant pour zéros les valeurs 
données et celles-la seulement. Les facteurs w ont été appelés par 
M. Weierstrass facteurs primatres; on voit que, outre le facteur 
linéaire (: ee 


- ) le facteur primaire uw, content une exponen- 
4's 


tielle. C’est la présence de cette exponentielle qui rend possible la 
convergence du produit infini formé avec les facteurs uv. Dans le 
cas oll s = 0 devrait étre racine multiple d’ordre A, on mettrait <’ 
en facteur devant le produit trouvé. 


29. Nous venons de nous placer dans le cas le plus général. 
Dans certains cas particuliers, il sera possible d’employer des fac- 
teurs primaires un peu plus simples. Ainsi, supposons que la série 
de terme général 

He 
1 ’ 
An 
p tant un entier déterminé, soit convergente. On pourra prendre 
pour ly 


2 Se Ne : Gana AE te ded 
Z mel) +. -— “ 
uy = a ev 2 \ ty P-1\4% - 


On le voit de suite, en se reportant al’analyse précédente : la série 
dont on a alors 4 montrer la convergence se réduit a la série de 


terme général 
p 


3 
An 


VI- 
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dont la convergence est évidente d’aprés l’hypothése faite plus 
haut. 


30. Une premiére conséquence bien remarquable déduite par 
M. Weierstrass du théoréme précédent est relative 4 la forme 
dune fonction /(z) uniforme dans tout le plan et n’ayant a dis- 
tance finie que des pdles. 

On peut, en effet, former une fonction entiére G(s) ayant pour 
racines les pdles de f(z) et avec le méme degré de multiplicité; 
le produit 

J(4) G(s) 


sera alors une fonction entiére G,(z), et l’on aura par suite 


fla= 2), 

G(z) 
f(s) peut donc se mettre sous la forme d’un quotient de deux 
fonctions entiéres. On remarquera que les fonctions G et Gy, ob- 
tenues par les considérations précédentes, n’ont pas de racines 


communes, car les racines de G(z) donnent au produit f(s) G(s) 
des valeurs finies et différentes de zéro. 


34. Si au lieu d’une succession de points 
(20) Gijar Gs, eae ares 


s’éloignant a Pinfini, on a des points pour lesquels 


himkadp—ras 

tft - -) 
on pourra former une fonction ayant pour point singulier essentiel 
le point a@ et les racines a, a2, ..-, Qn, -.-- Il n’y a en effet qu’a 
prendre pour facteur primaire 


et il n’y a rien a changer au raisonnement fait plus haut pour 
établir que le produit converge pour toute valeur de s différente 
de a. On suppose, bien entendu, les a disposés dans un ordre tel 
que | @, — a| ne croisse pas avec n. La fonction ainsi lrouvée sera 


t 
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une fonction enti¢re de 


——z’ et, en désignant d’une maniére gé- 


nérale par G(s) une fonction entiére de s, on obtient de cette 
maniére une fonction 
I 
tears) 
a—@ 


ayant comme unique singularité le point essentiel a et les zéros 
donnés par la série (20). 


32. On peut bien aisément généraliser le résultat précédent ('), 
en l’étendant aux fonctions uniformes, continues pour tous les 
points du plan, a exception de ceux qui sont situés sur une cir- 
conférence C de rayon R et dont le centre est 4 Vorigine. 

Soit une suite de quantités 


(21) Ay, Ag, «.-, An, «.- 


telles que, en posant A, = p,e%, o, étant le module et a, l’argu- 
ment, on ait 
|ePn—R|2]ent1—R| 


et de plus 
lim pn = R. 


rhs 
Nous allons montrer qu’on peut former une expression, dépen- 
dant de z, uniforme et continue dans tout le plan en dehors de la 
circonférence, qui représentera une fonction analytique de zs a 
Vintérieur et 4 Pextérieur de la circonférence et s’annulera pour 
tous les termes de la suite (21). 
A la suite (21), associons une seconde suite 


4 ls oe ee ae 
représentant des points situés sur la circonférence C et telle que 


lim (Ap— B,) = 0. 


nse 


Ce choix peut étre fait d'une infinité de maniéres; il en est une 


(') E. Prcanp, Sur la décomposition en facteurs primaires des fonctions 
uniformes ayant une ligne de points singuliers essentiels (Comptes rendus, 
21 mars 1881). 


Pp. — IL. 10 
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immédiate obtenue en faisant 


B, = Ret&n, 


Ceci posé, on prendra la fonction 


n=o 


Z—Apn 
BE —————_ ®,,(z) 
G(s) (lee 


a —p | 


en posant 


An— Bn I et) I An— Bn\"-1 
?,(s) = ———— — (| ——— ene —_— 
n(Z) S +3 (oe ea +o (S5") 


La démonstration de la convergence de ce produit infini est 
immédiate. Ecrivons en-effet le facteur primaire sous la forme 


An Bn i) 
— —  —____— n(Z) , 
ln (: ~ Br ) é 


Pour un point donné z qui n’est pas sur la circonférence, nous 
considérons les facteurs primaires a partir du rang y tel que 


|z— Br| >| An—Bn| (n>y), 


ce qui est possible, puisque le second membre de cette inégalité 


a be 
tend vers zéro avec aa On peut alors mettre wp sous la forme 


4eee n 1 CS ee 
U,— en ® =a) n+1 Ta Pas 


tout a fait analogue a celle que nous avons obteuue dans le cas du 
seul point singulier a. Il ne reste plus qu’a montrer que la série 


n eo 
aN 1 /An— Br\” I An— Bn\"*! 
ez =(:(52) + (S552) +...] 


représente une fonction analytique de z dans lune et l’autre région 


du plan ot 
|s—Bn|>|An—B, | (m= v, V1, ..+, 0). 
On pourra prendre pour une de ces régions Vintérieur d’un cercle 


décrit de lorigine comme centre, dont le rayon convenablement 
choisi sera moindre que R, et pour l’autre l’extérieur d’un cercle I’ 
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dont le rayon sera supérieur & R. Ces deux circonférences sont 
d’ailleurs bien évidemment d’autant plus rapprochées de la circon- 
férence C que v est plus grand. 

Il nous suffira de supposer s dans le cercle [. Chaque terme de 
la série (22) est une fonction analytique continue dans ce cercle. 
De plus, développons le terme général 


PAR Ban (Ee 
= a = ett eieicary 


\ s—B, 


/ 


suivant les puissances de s et voyons ce que devient ce dévelop- 
pement quand on remplace chaque terme par son module. Or, 
quand on dévyeloppe en série un terme quelconque de la suite pré- 
cédente, et qu’on remplace chaque terme par son module, on ob- 
tient le développement de ce terme ot A, — B,, = et B, ont été 
remplacés par leurs modules. On a donc, en employant les nota- 
tions du lemme (§ 27) 


1 |A,—B, |” y I | Anp—B, |2+1 
n (R—Z)# m+1 (R—Z)e! 


F,(Z) = L=|s| 


el, par suite, 
t | An-- B, |” I | An— By [et 


F,(Z) ais (R — Zr n (R = Z jeri 
— f | An— Bn |” I 
" mith ZA | An— B, | 
CR 12) 


Il n'y a plus rien a changer a la suite du raisonnement : on yoit 
de suite que la série de terme général F,,(Z) est convergente, et, 
par suite, d’aprés le lemme, l’expression (22) est une fonction 
analytique dans le cerclel’. On verrait de la méme manicre qu’elle 
jouit de la méme propriété a l’extérieur du cercle I’. 

D’ailleurs, comme nous l’ayons dit, ces deux cercles, si lon 
prend y assez grand, sont aussi rapprochés que l’on veut du cercle 
C. Le produit convergent G(s) représente donc une fonction 
analytique et continue deza Uintérieur et a Vextérieur du 
cercle C; tl a de plus pour racines les points de la suite (21). 

Il est clair que si la série de terme général 


| An— B,|?, 
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p étant un entier fixe, est convergente, on pourra prendre comme 


facteur primaire 


5 = An 66, (2), 


—Bn 


taj a 


en posant 


er > An— Bn : (eee 2 u An— Bn\?-! 
P,(4)= Peete eR = ) feek (SS) ° 


On remarquera qu’en général l’expression précédente repré- 
sentera deux fonctions analytiques distinctes a Vintérieur et a 
Vextérieur de C, c’est-a-dire que les deux fonctions ne seront pas 
le prolongement analytique l’une de l’autre (Chap. H, § 18). La 
circonférence pourra étre pour la fonction une ligne de points 
singuliers essentiels. Nous sommes ainsi conduit au type de 
fonctions, dont nous avons déja indiqué quelques exemples 
(Chap. II, § 18), pour lesquels le prolongement analytique n’est 
pas possible au dela d’une certaine courbe. 


33. Indiquons deux exemples trés simples. Soit R =1; posons 


2hik 


/ I 
Au=(i— Zhe [ee O, lyases (Pte Wyle 


I . 
On aura, sur le cercle de rayon 1 -— |? 7 points A formant les 


sommets d’un polygone régulier. Quand n augmente indéfiniment, 
on a ainsi une suite de points tendant vers la circonférence de 
rayon wr. Nous prendrons, comme point B, correspondant a A,, 


le terme A, — B, sera donc 


et, par suite, 
! 
An,—B,|=- 
| n al n? 


et il ne faut pas oublier que z racines de méme module corres- 
pondent a l’indice n. Cherchons s’il y a une puissance p telle que 


la série 
| An— Brl? 


FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE. 149 


? 


soit conyergente. Cette série peut s’écrire 


puisquil y a z termes pour lesquels |A,— B,| a la méme va- 
I 
leur =e On pourra donc prendre 


joy 


et le facteur primaire sera 


1 1 
s—An ot + 


eer pitia Bn 2722((5—B,.)*. 


Ar? fp 


La fonction représentée par le produit de ces facteurs ne pourra 
certainement pas s’étendre au dela du cercle de rayon un, car 
dans le yoisinage de tout point du cercle elle a une infinité de ra- 
cines, ce qui est incompatible avec la possibilité d’une extension 
analytique. 

Je donnerai un second exemple ot le choix des quantités B sera 
fait d’une maniére différente. Supposons que l’expression générale 


des racines soit 
b~e—(a—d)i 
= re) 
at+d+(b—e)i 


a, b, c, d étant quatre entiers réels satisfaisant a la relation 
go—— bof. On 2361 R= 1. 
b+ di 


Nous prendrons B = ——__; le point B est bien sur la circonfé- 
d+ bi 


rence de rayon un et l'on aura 


2 


| A—B/= ——— s 
V( 62+ d?)(a?+ 62+ c2?+ d?+ 2) 


La série multiple dont le terme général est | A — B |?, a, b, c, d 
pouvant prendre toutes les valeurs enticres possibles satisfaisant 
a la relation 


ad — be =1, 


est conyergente : c’est ce que l’on reconnait en considérant a la 
place de la série une intégrale triple convenable dont la valeur 
reste finie quand les limites deviennent infinies. On pourra, par 
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conséquent, poser 


G 5\= ies es—B 
A fhe : 


le signe | f indiquant le produit de tous ces facteurs correspon- 


dant a toutes Jes valeurs enuéres de a, b, c, d qui satisfont a la 
relation ad — be =1. 


34. Revenons a la décomposition d’une fonction entiére en 
facteurs primaires. Nous nous sommes donné les racines, et nous 
avons obtenu une fonction entiére G(s) ayant ces racines. Toute 
autre fonction entiére G,(z) ayant les mémes racines avec le méme 
degré de multiplicité sera telle que 


sera une fonction entiere 9(s) ne s’annulant pas. Or, dans ces 


0’ ( 


conditions, *— sera encore une fonction entiére; donc 


o(s \— els), 
H(z) représentant une fonction entiére. Par suite on a 
G,(4)= G(2zyette?. 


Dans la pratique, pour une fonction donnée G, (z), la recherche 
de la fonction H(z) et l'étude de ses propriétés pourra présenter 
bien des difficultés. Ainsi, soit la fonction sinz; ses racines sont 
données par 

Pat Os 
n élant un entier positif ou négatif. Nous pouvons former une 
fonction G(z) ayant ces racines; ce sera 


le produit j i élant étendu aux valeurs entiéres positives et né- 


gatives de n, a l’exclusion de n = 0. On peut, dans le cas actuel, 
simplifier beaucoup en groupant deux a deux les facteurs corres- 


, 
» 


pondant 4 des valeurs de n égales et de signe contraire. Ce 
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groupement est d’ailleurs celui auquel conduit l’application de la 
méthode, puisque, les racines étant rangées par ordre croissant de 
modules, les deux racines + nz et —nzse suivent nécessaire- 
ment. On obtient ainsi 


il en résulte que 
sing = G(z) eM(2). 


Quant a la détermination de la fonction entiére H(z), elle ne 
peut résulter en rien de la théorie précédente. Nous verrons dans 
le Chapitre suivant que H(s)= 0. 


35. Dela décomposition de la fonction désignée d’une maniére 
générale par G(z), on conclut un développement de la dérivée 
logarithmique 


ona 


G'(z) 
G(s) 
série de termes rationnels en z. Cette fonction a pour pdles simples 


Nous obtenons done ainsi un développement de en une 


les points 
1, Ga, «2+, GAyy «eons 


et le résidu correspondant 4 chacun de ces poles est +1. 


Ce résultat conduit a se poser une question plus générale. En 
se donnant les points singuliers (pdles et points singuliers essen- 
tiels isolés) 


Ay, Ag, see, Any oes lim an= ®, 


nrn=o2 


et pour chaque point singulier a, la portion 


(sa) 
32—an 


(G, étant une fonction entiére donnée) qui, dans le voisinage de 
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5 == ay, ne sera pas holomorphe, peut-on former une fonction f(z) 
ayant les points @ comme points singuliers, et telle que 


f(2)—Gn(—*— ) 


soit holomorphe dans le voisinage de a,? Il en est bien ainsi, 
comme l’a montré M. Mittag-Leffler; nous nous contenterons 
d’énoncer ce beau théoréme, renyoyant pour la démonstration au 
Cours d’Analyse de M. Hermite (4° édition, Hermann; 1891) ot 
lon en trouvera de nombreuses applications. 

La décomposition en facteurs primaires d’une fonction, pouvant 
avoir une ligne de points singuliers essentiels, dont j’ai donné le 
premier exemple en traitant le cas de la circonférence, conduisait 
a une question analogue relativement au cas ot les points sin- 
guliers peuvent tendre vers les points d’une ou plusieurs lignes. 
M. Mittag-Leffler, s’inspirant toujours de la méme idée, a traité 
ce genre de questions dans toute sa généralité; nous renverrons a 
son remarquable Mémoire ou l'on trouvera le développement com- 
plet de cette théorie (‘). 


36. Nous terminerons ces généralités en indiquant un théoréme 
élégant di a M. Painlevé (?), et qui se déduit de la formule fon- 


damentale de Cauchy 
F(r)= et [as 


2nl J, 3—2# 


Supposons que le contour C limitant larc S soit conyexe; de 
plus admettons qu’on puisse, en chaque point M de ce contour, 
tracer un cercle tangent en M au contour et le comprenant a son 
intérieur; la position du centre de ce cercle variera d’une ma- 
niére continue, sauf aux points anguleux s’il y en a. On veérifie 
sans peine que la construction de ces cercles est possible si, en 


(1) G. Mirrac-LerrLer, Sur la representation analytigue des fonctions mo- 
nogénes untformes d’une variable indépendante (Acta mathematica, t. IV; 
1884). On consultera aussi avec un grand intérét, pour tout ce qui concerne 
ces généralités, le Mémoire de M. Painlevé: Sur les lignes singuliéres des fonc- 
tions analytiques (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1888). 

(*) Vowr le Mémoire que nous yvenons de citer (p. 85). 
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chaque point d’un contour convexe C, la courbe a un contact 
simple avec sa tangente. M étant done un point quelconque du 
contour, soit T le cercle tangent 4 Cen M. Désignons par ; l’affixe 
de M, para l’affixe du centre de T'; nous aurons, x étant intérieur 


aS, 


Faisons parcourir au point M la courbe C, a variant avec =z 
d’une maniére continue (sauf aux points anguleux de C). La 


| Fale . , , 1 
série A(z) converge sur C uniformément et représente ——- En 


remplacant done 


=z Par ce développement dans la formule de 


Cauchy, il vient 


n= ul ao 


Rete BY [OS or = ¥ Pala), 
nA jp} 


2TL (s—a)rl fad 

n=0 r 

P,(2) désignant un polynédme en z de degré n. Nous sommes 
done conduit a ce théoréme : 


Toute fonction holomorphe dans une aire limitée par un 
contour convexe peut étre développée dans cetle aire en une 
série de polynémes ('). 


(') Voir, dans un ordre d’idées analogues, le Mémoire de M. Appell Sur les 
développements en séries dans des aires limitees par des arcs de cercle ( Acta 
mathematica, t. 1). 


CHAPITRE YI. 


CHAPITRE VI. 


APPLICATIONS DES THEOREMES GENERAUX DE CAUCHY 
SUR LES FONCTIONS D’UNE VARIABLE COMPLEXE. 


ii: Recherches de quelques intégrales définies. Développement 
en séries de fractions rationnelles. 


1. Cauchy a donné de nombreux exemples de recherches d’in- 
\égrales définies effectuées 4 laide de ses théorémes généraux, 
particuli¢rement du théoréme sur les résidus, 


Prenons tout d’abord le cas trés simple de lintégrale 


ah P (a) 
|| . ay 


Pet Q désignant des polyndmes. On sait que cette intégrale aura 
un sens si le polyndme (x) n’a pas de racines réelles, et si le 
degré de P est inférieur d’au moins deux unités a celui de Q. 

Dans le plan de la variable complexe s = x -- v1, considérons la 
partie supérieure correspondant a y > 0, et tragons dans ce demi- 
plan une demi-circonférence de trés grand rayon / ayant Vorigine 
pour centre, Cette demi-circonférence, avec son diamétre, limite 
une certaine aire; nous pouvons appliquer le théoréme des ré- 
sidus 4 Vintégrale 


{52 as, 
Q(s) 
ona ainsi 
aot im (2 
/ TA) to + if (3) js = aindR, 
Yh O(a) JC Q(4) 


YK désignant la somme des résidus relatifs aux différents pdles de 
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If - 


3) ; pag 
DCs) contenus dans la partie supérieure du plan. Or, quand / 
~ ~ 
augmente indéfiniment, ]a seconde de ces intégrales tend vers 
z€ro, puisque, en posant s = oe, le degré de P(s) dz eno est infeé- 
rieur d’‘au moins une unité a celui de Q(s). On aura done 


——< dy =2it=R: 
Q(#) 
: oa Ms Pita) “pp, 
il suffira de calculer les résidus de O(a) correspondant aux différents 


poles situés au-dessus de Ow. 
Voici un second exemple tout aussi élémentaire. Soit a calculer 


Vintégrale 


27 
[ J (sing, cosa) dx, 
0 


/ étant une fonction rationnelle de sin et cosx. Si lon remplace 
sin et cosz par leurs valeurs 
eri. e— xi exis e—xi 


sine = ——) cos7 = — 
2 2, 


et si ’on pose 


7 hen 
on aura Pintégrale 


[ F(s) ds, 


(5) étant une certaine fonction rationnelle de z. Quand x varie 
deo dan, le point s décrit la circonférence de rayon un; linté- 
grale précédente doit donc étre eflectuée le long du cercle de 
rayon unr. On aura sa valeur en appliquant le théoréme des ré- 


sidus. 
Soit, par exemple, 4 calculer par cette méthode 
2 
dx 
—- —-— (a Ue 
if COS” + a de 
eft 4 e—ix 


Ep posant cosa = et ef = s, elle se réduit a 


2 [ dz 
t Jo B+ 2as+i 
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Des deux racines de 22+ 9az +1, une seule s =—a+\V/a*—1 
est comprise 4 Vintérieur du cercle C de rayon égal a un, et le 
résidu correspondant 4 cette racine est 


1 


avat—i 


Wot Von eonelut 


sh dx , 
es ee Pi 
COsS®r? +a 


9 


E und akbar? 
(taVat—i| ati 


2. Les intégrales préeédentes se calculent de suite par des mé- 
thodes élémentaires. Voici d’autres cas of la recherche directe de 
Vintégrale est plus difficile. 

Prenons Vintégrale 

” singe 
= A, 
rs 6 
0 


que nous avons déja étudiée (t. 1, p. 34). On peut la remplacer 


par Vintégrale 
+” sing 
f wanes CU, 
A 


== @ 


dont la valeur est évidemment double. 


— 


effectuée le long du contour suivant, On trace dans le demi-plan 


Or considérons Vintégrale 


Pig. a1. 


i  . e 1 
AB’ 0 B 


supérieur un demi-cercle % dun trés petit rayon OB et un demi- 
cercle T d'un trés'grand rayon OA (fig. 21). On intégre le long 


du contour formé par A’B’, le demi-cercle y, la droite BA et le 


. 7 “ . - elz 
demi-cerele T. Cette intégrale est nulle, puisque la fonction > est 


APPLICATIONS DES THEOREMES DE CAUCHY. 197 


continue 4 lintérieur de l’aire, Quand le rayon de T augmente 
indéfiniment, l’intégrale correspondante a ce demi-cercle tend vers 
zéro, car, en posant 

5 = R(cos9 + ésin9), 
ona 


izdz wT at 
[? dz — [ ei RK(cosd+/sind) ¢ gy = / e—Ksind eikoos) id), 


“Sf “0 “0 


et l'on voit que l'intégrale est nulle pour R = %, puisque sin) > o. 
Prenons maintenant l’intégrale le long du demi-cercle y. On 
aura 
tsdz pl 
elds _ enKsin) eiReos) ¢ QQ), 


“~ 


. Y « via 
et pour [= 0, cette intégrale sera égale 4 — xi, 


Il reste les intégrales le long de A’B’ et le long de BA : les par- 
ties réelles se détruisent. Finalement on obtient, en passant a la 
limite, 


Lv 


wear 
csing . 
—— dr — ti =0, 


a) 


dott se conclut 


»e 


sinadx 
“0 & 2 
. . . . 9° , 
3. Soit encore a calculer Vintégrale 
+? yo sinma 
F — ax iu 0. a 0); 
J-. wi+a 


qui est une généralisation de la précédente. 


On va considérer lintégrale 


semi 
— , ds 
J 4+ a? 


effectuée le long du périmétre d’un demi-cercle tracé dans le demi- 
plan. On yoit, comme plus haut, que VPintégrale le long de la 
demi-circonférence tend yers zéro quand le rayon augmente indé- 
finiment, et il reste comme valeur de l’intégrale le long du contour 


. Lt? asinme 
l ——_——. dx 
a ae ae 
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D’autre part, dans le demi-plan supérieur, existe le seul pdle 
s = ai, dont le résidu est 


I 
—e-ma, 
2 


On a donc la formule 


+ . 

“7 sinmaxr 

—__. dx = Te-ma, 
x? a? 


v“—on 
qui, pour @=o0, donne le résultat du paragraphe précédent. ~ 


4. L’intégration de la fonction e~* le long d’un contour conve- 


nable conduit a des résultats intéressants. 
Menons (fig. 22) au-dessus de l’axe des x la demi-droite OB, 


Fig. 22. 


1 


faisant avec Ox un angle «@ inférieur 4-, et décrivons avec un 
4 


ey, 
rayon OA Vare de cercle AB. Ona 


fe as—0; 
e 


Vintégration étant faite le long de OABO. Or, quand le rayon du 
cercle augmente indéfiniment, l’intégrale le long de AB tend vers 
zéro; en effet, en posant 


%= R(cos) + ¢sin6), 


cette intégrale prend la forme 


a 
if R e—Rcos28 e—R*isin2 7 ei fp - 
“0 


or le produit 
(1) Re—R*cos2), 


Tz 


4 


§ variant deoaa, (2 a ) tend vers zéro quand R augmente indé- 
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finiment. On aura done 


[ e*de= f e-3* dz; 


0 e0 
dans la premiére intégrale 2 va de o A o sur l’axe réel, dans la 
seconde s va de 0 4 © en suivant la demi-droite OB. Or le 
: ‘ .If ; 
premier membre est égal (t. I, p. 104) &-\/x~: par suite ona 
2 


2 
4 af ae [ j/- 
[ e—P*(cosda-+isin2®) (cosa + isina)do = - Wn. 
ay) 
~o ~ 


Cette relation qu’on peut mettre sous la forme 


nD 
(2) [ e—p*e0s2% | cos(p? sinaa%) — vsin(p2sin2~)|(cosa+ vsinz) dg = sv, 
0 a 


fait connaitre les valeurs des deux intégrales 


~ 


eo 
(3) if e—P*0082% cos( 2 sin2%) do, [ e—p*e0s2% sin(p2 sin2a) do : 


0 “0 


je ne m/arréte pas a les écrire. Le cas le plus intéressant est 
le cas limite de «=; @ priori il nest pas rigoureux de faire 
4 


directément dans la formule (2) «=, cette formule n’ayant 


er LAER Te ya Sf ee ae . 
été établie que pour # << 7’ Pulsque pour ire r lexpression (1) 
ne tend pas vers zéro pour R infiniment grand. 


Le résultat est cependant exact, et la raison en est que les deux 
intégrales (3) sont des fonctions continues de «, quand « est infé- 
rieur ou égal a —+ Crest ce que l’on peut établir en considérant la 

4 
courbe 


¥ = e—7" 824 sin (#7? sina a) 


qui se compose d’une infinité de branches alternativement au-dessus 
et au-dessous de Ox, de sorte que la seconde des intégrales (3) 
se trouve représentée par une série A termes alternativement po- 
sitifs et négatifs : c’est ce que nous avions déja vu (t. I, p. 26) 


Tk Pat . 
pour le cas dex = —- Or le reste, dans une telle série, est moindre 
4 
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en valeur absolue que le dernier terme conservé, et ce terme est 
évidemment une fonction continue de «, pour « inférieur ou égal 


, 


- Par suite, la série est elle-méme une fonction continue de « 


© 


ala 


dans les mémes conditions. On raisonnerait de méme pour la pre- 
miére des intégrales (3). 


Faisons done «= ~» dans la formule (2)< il vient ainsi 


, 


2 oe I = 
, c 
[ cosx2dx =f sin wae =) — =e 
0 0 = & 


5. Une application d’un caractére plus général du théoréme des 
résidus nous sera fournie par la méthode de Cauchy pour le déve- 
loppement d’une fonction en une somme d'une infinité de 
termes rattionnels. 

Soit f(s) une fonction uniforme dans toute l’étendue du plan, 
et n’ayant pour points singuliers que des poles. On considére un 
contour fermé C, qui va s’étendre indéfiniment dans tous les sens. 


L’intégrale 
(4) oe fp dz, 
2Tt,} 2—2 


prise le long de C, x désignant un point quelconque a Vintérieur, 


sera égale a 
f(#)+=R(zx), 


eae nee (3) “1, 
R(x) désignant les résidus de A par rapport aux différents 


SES 
poles de f(z) contenus dans C. 

Remarquons d’abord que ces résidus sont des fonctions ration- 
nelles de x : car, dans l’entourage du péle s = a, f(s) étant repré- 
senlé par un développement de la forme 


p=2 


- “ Bor ‘ , B, | 
K2= ee ayn a aa tee os 
; p=? 
le résidu de rap relatif a ce pdle, est 
Bm : By 


Ce) eh ee ee 
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I 
en nous arrétant 


Cela posé, effectuons le développement de 
a—2x 


au premier terme : l’intégrale (4) pourra s’écrire sous la forme 


= [fea+s feo: rs 
. Cc ~~ 


ants, 4 


= tendant vers zéro quand |3| augmente indéfiniment, et finale- 
ment on aura l’égalité 


poe tt Ved) Ps Spo) at S(s)(1i+e) 5 
(5) fie)= 5 [Pas — LR) —— [ : dz, 
€ 


le signe » exprimant la somme des résidus R(z), relatifs aux 


poles conten dans C. 
Supposons maintenant que l’on puisse étendre indéfiniment le 
contour C dans tous les sens, de fagon que, sur les contours suc- 

cessifs 
Cor. c. 


~ 
Raisins Mies sey 


le module f(z) reste toujours moindre qu’un nombre fixe M. Dans 
ces conditions, la deuxiéme intégrale, dans le second membre 
de (5), tend nécessairement vers zéro quand on prend un con- 
tour C,, suffisamment grand. Il suffit, en effet, de supposer, comme 
il arrive en général, que la longueur S, du contour de C, soit du 
méme ordre que la distance minima R, de l’origine au contour; 
le module du terme considéré est alors moindre que 


|z| MSn 
ome. he 


5 . ‘ ; I 
Or, = restant fini par hypothése ce terme tend vers zéro ayec —+ 
Ra ? n 


Deux cas pourront alors se présenter. Supposons, en premier 


a rue? 
airs, 4 


ait une limite; ce sera une constante A qui ne dépendra pas de .r, 
et l'on aura, moyennant ces diverses hypothéses, 


lieu, que Vintégrale 


fla)=A—=R(a). 


Les termes R sont en général en nombre infini; l’ordre dans 
P. — Il. U1 
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lequel ils sont écrits est déterminé par la succession des con- 
tours C,, Cy, ..., Cy, .... On obtient donc, de cette maniére, le 
développement de /(2) en une somme d’une infinité de termes 
rationnels, 
En second lieu, il se peut que l’intégrale 
TNE) ort 


z 
re C, of 


n’ait pas de limite : la série }R(x) est alors certainement diver- 
gente. Dans ce cas, on peutencore représenter f(z) par une série 
conyergente, mais a la condition de retrancher de chaque terme 
de la série divergente 2R(a) une constante convenable. 

Pour le montrer, supposons d’abord que le point =o soit 
un point ordinaire de f(x). L’égalité (5) donne, en faisant z =o, 


dot 


f(®)—f0)=— DIR@)—RO]+ Ff tes das 
Gs n 


et, en passant a la limite, 


n=0 


(6) Se) = fo) — JF [R(w)— RO]. 


Cn 


Les R(o) ont une valeur finie puisque le point zo est un 
point ordinaire. La série qui forme le second membre est con- 
vergente, 

Si le point s=o était un pdle, en sorte que, dans l’entourage 
de ce point, on ait 


PSe 
B B 
J(4)=—= ++ Si Avs, 
; nad 


il suffirait, dans les calculs précédents, de substituer a f(z) la 


fonction 
B B 
©(3)=f(s)— a i 


6. Le raisonnement, que nous venons de faire, repose sur ce que 
le module de f(z) reste toujours inférieur a un nombre fixe M 
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sur les contours successifs C,,..., C,. Il se peut que cette con- 


dition, n’étant pas satisfaite pour f(s), puisse V’étre pour ity ), 


, I e 
Nous effectuerons alors le développement de jusqu’au terme 
a2 


en — 5; dot légalité 
Ce ore: S(4) IG ) 
Pea ae 3 ge etl tas wea 
(7) ; n Lk é n 
| ce rene eee 7.6 EDR) 
2tTg, Cr BP 2UT Jc, BP+2 


Nous supposons d’ailleurs que z= 0 n’est pas un pdle de f(z). 
Or considérons l'une des intégrales 


[oie as, kop+t. 


2UT J, 


SF (4) 


gk 
aux poles de f(z) contenus dans le contour C, et au point s =o; 


Elle est égale 4 lasomme des résidus 7; de la fonction » relatifs 


en sorte que lon a 


Réunissant ensemble tous les résidus relatifs au méme pole, 
Pégalité (7) se transforme ainsi dans la suivante 


° \ t xP ) 
S(2)= f(o)+ <f (0)... ee REAS: 
— SIR(@)— 1 me... p12? ] 
Ch 
it ah pe AC —— ) 
d’ot l’on conclut 
ie a xP ; 
S(2)=f()+ = FO) eet cae a 


2! R(@)— 1 — rp. —. 6. — p41 8? | 


am tk S(z)(t+ =) 
dz. 


“oin  gP+2 


(2) = Foye 
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En passant 4 la limite, Vintégrale qui entre dans le second 
membre tend nécessairement vers zéro, et ’ona 


xP 
"ord ae Fin 
\re= = f(0)+ - = f'(0)+-. + ape 
(8) 
— lim . [R(@)— ry — rat... — par vP). 


Cy 


Un cas intéressant & considérer est celui ot F(z), désignant 
une fonction uniforme et continue dans tout le plan, dont les ra- 
cines rangées par ordre de module sont 


Q, @y, ,' Am ) 
on pose 
Mis) 
f(s)=— 
(3) 
(8) 


i = or 1 
—— <M, sur les contours successifs C,,. 


avec Uhypothése 
: | 3” | 


€ 5) 
Supposons, en outre, pour plus de simplicité, que les racines 


solent simples et que le point s=on’en fasse pas gies 


S) I 3) 
Le résidu de Fé) relauf au pdle a, est ———, ¢ \ 
5&— ZT An— x k 
! ’ . ' 
est —- et Pon trouve, en appliquant la formule (8), 
am ’ 
F(a) a zP : 
— = f(0) - ae flo) +. + ——— il 
F(x) 1.2...p* 
V1 / I I z xP 
lim § (, - ——-—->- —... = ) 
nae aAm— x am ah, at, 
Cy 
sis Oe ye sag fo) 
1)’ou, en intégrant entre les limites 0 et x, et en posant a, = hears 
F(z) a,x? Ap P+ 
LOW cape ee Uh Gp Mate eh-v canines. 
©" Fo) 2 p+! 


Vv ; x x if = \3 I a \pri 
+) Seta + —+-( — }) +...4+ —( — ; 
= Am / Am 2\GQm Pr+I\aGm 


el, en prenant les exponentielles, 


a,x ; Ry ahr 
xr + —— 


, x ifx\ 1 xz \Pri 
: aa pel Il(-<) =) atten est ia, : 


Nous obtenons ainsi la décomposition de F(x) en facteurs pri- 
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maires dans le cas particulier ot cette fonction satisfail a la con- 
dition 


sur les contours C,, et cette méthode nous donne en méme temps 
la fonction H(z) dont il a été parlé dans le Chapitre précédent 
(§ 34). On voit que Von obtient ainsi la décomposition de la 
fonction en facteurs primaires. A la vérité, nous avons dit faire 
une hypothése trés particuliére sur F(z), mais nous avons l’avan- 
tage de déterminer le facteur exponentiel qui reste inconnu dans 
la théorie de M. Weierstrass. 


8. Bornons-nous, comme application, au développement de la 
fonction cots. Cette fonction a une infinité de poles simples, don- 
nés par la formule 


s=nrt (7 = 0, 21, 


el qui sont les racines de sins. On va prendre comme contour 
dintégration C, un carré tel que BCB'C’ (fig. 23) dont le centre 


Fig. 23. 


est alorigine, et dontles cdtés, paralléles aux axes, ont pour demi- 
longueur 


OA=nt+ 


ela 


de telle sorte qu’aucun pole ne se trouve sur ce contour. Cela 
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posé, le carré du module de cots est 


e?y + e-2¥ + 2c0s27r - 
> J (4=27-+ 17). 
e2¥ — e—2Y — 200822 : 


Sur les cétés CB et C’B’, on a cos2x2—=—1: le module est done 
toujours inférieur a wn. 
Sur les cotés BB’ et C’C ce module est inférieur a 
e2y +- e—-2Y +- 2 Ter 4d, 


2 


ey+-e2Y—2 


Cette expression reste finie, lorsque y augmente indéfiniment. 

Done cots satisfait bien a la condition que nous ayons imposée 
a f(s); son module reste sur le contour C, moindre qu'un nombre 
fixe M, quelque grand que soit n. 


Ave coLzZ I m 
Le résidu de pour z= nz est ———.,, et par suite ona 
oa— x fl — 


(9) R(@) = ——_ (Joi Ooneea mets he era ie 


est divergente. Nous devons donc employer 


tT — 


ae I 

Or la série > — 
i 

le second procédé de calcul, et, comme le point s = 0 est un pole 

simple, nous substituerons a la fonction cots la fonction 


(2) = cots — = 


qui admet les mémes pdles, sauf s = o. Les résidus de cette fonc- 
tion sont encore donnés par la formule (9g), en supprimant n= o. 
Finalement, en appliquant Ja relation (6), on trouve 


I : I I 
cotz — — =— lm ————_ — —]}, 
ve n=2 nuzt—z nt 


Cn 


ou 
I I iy 
cota= —+ Y(t) (Ca Ae Se Rae 
“ Z—nk NT 


Du développement précédent on peut déduire la formule de dé- 
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composition de sinz en facteurs primaires. On a en effet 


d sing d dear 
qn 08 ane =>, [ zp los(e—nn) + =|. 


Multipliant les deux membres de cette égalité par dx, et inté- 
grant de o a x, on trouve 


dot 


et, en groupant deux a deux les facteurs correspondants a des 
valeurs de x égales et de signe contraire, 


Nous ayons déja obtenu cette formule, mais affectée d’un fac- 
teur e"™™ (Chap. V, § 34) qui était resté indéterminé. 


II. — Méthode de Cauchy pour obtenir la série de Fourier 
et des séries analogues. 


9. Une des applications les plus remarquables que Cauchy ait 
faite du calcul des résidus est relative a certaines séries comprenant 
en particulier la série de Fourier. Nous allons traiter avec quelques 
détails de cette belle méthode ('). 

Soit £(s) une fonction analytique ayant, 4 Vintérieur d’un 
cercle de centre O et de rayon 7, un certain nombre de poles; on 
aura 


(10) =f dz =2=R, 


(*) On trouvera plusieurs Mémoires sur ce sujet dans le tome VII (2° série) 
des OFuyres complétes de Cauchy ; voir particuliérement : Sur les résidus des 
fonctions exprimées par des intégrales définies (p.3g93). Nous avons cherché a 
combler quelques lacunes dans les démonstrations de l’illustre géométre. 


168 CHAPITRE VI. 


Vintégrale étant prise le long du cercle et la sommation du second 
membre s’étendant aux résidus R des poles situés dans le cercle. 
En posant 


Pégalité (10) s’écrit 


§ (rev? )evidg = ER, 


ou, enfin, en changeant dans la seconde intégrale 9 en 9 +z, 


‘ 


TT 
fae 
2 


: if "+ [S(rez!)— $(— ret)]ev! dy = ER. 


2 


Ceci posé, attribuons a 7 une suite de valeurs 74, 72, -.-5 May +++5 
augmentant indéfiniment, et supposons que, 2 augmentant indé- 
finiment, le produit 


(11) = [fi z)—4(—z)] ou “* ev![$(rnee)— $(— rn er )] 


tende untformément vers une limite F indépendante de », quand 
cet argument est compris entre — - et —, c’est-d-dire quand < 
2 2 


augmente indéfiniment, sa partie réelle n’étant pas négative. On en 
conclut 


(12) F= SR, 


le second membre étant une sommation indéfinie étendue aux ré- 
sidus de tous les pdles de la fonction £(s). 

On pourra, en particulier, appliquer la formule (12), si le pro- 
duit s £(s) tend wniformément vers une limite fixe F indépen- 
dante de © (variant de o 4 27), auquel cas l’expression (11) aura 
précisément cette valeur F comme limite. On peut aussi supposer 
que les produits s £(s) et (—z) £(— z) tendent séparément et 
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uniformément vers deux limites différentes quand s augmente 
indéfiniment, sa partie réelle n’étant pas négative. 

Enfin la formule précédente (12) subsistera si l’on fait Vhy- 
pothése que, pour un nombre limité de directions 9, de g, l’ex- 
pression (11) n’a pas F pour limite, pouryu que cette expression 
reste finie dans le yoisinage de 9). On pourra en effet isoler un 
certain nombre d’intervalles angulaires (¢)—¢, 9)-+¢), ¢ étant 
aussi peut que l’on voudra : la part de ces intervalles, dans l’inté- 
gration (10), tendant vers zéro avec ¢, la formule (12) subsistera. 


10. Appliquons les considérations générales qui précédent au 
cas ou 
| Zz 
sa) = WoL), 


x élantun paramétre qui va étre supposé réel; les fonctions ¥, =, 
f sont des fonctions holomorphes de s. 

S’il existe ici une limite F, cette limite dépendra généralement 
de x; nous la désignerons par F(z), et la formule (12) deviendra 


ici 
5 H(A) . 
(13) F(x) = Ds 0,2) 


la sommation dans le second membre étant étendue aux racines A 
de lVéquation 
n(z)= 0. 


C’est de la formule (13) que Cauchy a déduit divers développe- 
ments intéressants, en particulier le développement de Fourier. 
Nous allons approfondir les conditions dans lesquelles ces déve- 
loppements sont légitimes, en particularisant la fonction f(s, 2). 

Nous prenons pour f(z, 2) la fonction 


fae)= f 


° 


exz—w) f(u)du, 27> 29; 


J() désigne une fonction de » satisfaisant aux conditions que 
nous avons appelées conditions de Dirichlet dans Vétude de Ja 
série de Fourier (t. I, p. 201). 
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Nous devons d’abord étudier lexpression (11) qui devient ici 


v(z) * esla—p) a a v(— z) “ 
Caio w f(e) ae m(— 3) A) clon 


e—se—W) f( 2) dy. 


a4 


Il faut chercher Ia limite de cette expression, quand s augmente 
indéfiniment de telle maniére gue sa partie réelle ne sott pas 
négative et que son module reste dans la suite 1, 1a, 0.5 Tiny ++ 
v(— 2) 
m(— 4) 
mite c, a exception peut-étre seulement de certaines directions 
en nombre limité, pour lesquelles d’ailleurs le quotient précédent 
aura un module inférieur 4 une quantité déterminée; ce que nous 


Supposons que +—— tende, dans ces conditions, vers une li- 


exprimerons en disant que ee 5a, en général, c pour limite. On 
suppose pareillement que 

Y(5) e2\x—x,) 

(3s) 


tend en général vers zéro. 
Remarquons d’abord que le produit 
Bs 
sf e—2—2o) f( 2) dur 
Xo 
reste fini. I] suffit évidemment de le montrer pour l’intégrale 


rg +E 
sf ed flu) di 


YX 


dans laquelle on suppose ¢ assez petit pour que /() varie dans le 
méme sens, par exemple en décroissant, de 2) 4 2)-+¢. Or, en 


posant 
Bex) — P + Qi, 


nous ayons a étudier Jes intégrales 


fo rrwds et [> Kw) ae. 


oO ce 


Bornons-nous a la premiére ; elle peut s’écrire, d’aprés le second 
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theoréme de la moyenne (t. I, p. 201) 
oT 
F(x) , Pduw (0o<7 <8). 
“x, 


Or l'intégrale figurant dans ce produit est la partie réelle de 
ryt 
Ze—y.-2)) dy = 1 — e303 
“Xp 
elle reste donc finie. 
Ces diverses hypothéses faites, nous pouyons trouver la limite 
de l’expression (14). Le premier terme de cette expression peut 


cays =f 
(3) ars 


s’ écrire 


x 


oS Coed 


e-HR— 2) F() du; 


FI 


il tendra done yers zéro. Le second tend vers 


es 
gees : 
pees lims ib e—s(z—p) f() dp, 


Ly 


en supposant que cette derniére limite existe. Nous allons voir 
qu il en est ainsi et qu’elle se réduit précisément a f(z). 
Il est évident d’abord que 


v= s 
limsz [ e—2(z—W) F() du =o (e>.0), 
sal! 


“o 


quand zs s’éloigne indéfiniment dans une autre direction que l’axe 
des y. Nous pouvons done nous borner a étudier l’intégrale 


2 e—s'z—p) f(.) dy; 
x—e 


or elle peut s’écrire 


(15) 7 (2) ; ee Wadu+ f- 


r—eE —— 


e-22-Wl f(u)— f(a)] 3 dp : 


le premier terme se réduit a 


f(x) e-*]. 
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Dans le second, en supposant ¢ assez peut, la différence 


S(p)—Sf(2) 


variera dans le méme sens, puisque la fonction n’a pas un nombre 
infini de maxima et de minima; supposons, pour fixer les idées, 
qu'elle aille en décroissant quand u variera de  —¢ 4 x. Si nous 


posons 
se-stz—w) — P+ Qi, 


lintégrale que nous discutons ici devient 


x 


f Pi @—flelde+i fO UKH)—S(@) de, 


ou bien, d’aprés le second théoréme de la moyenne, 


[ Pdp+t Ps eas], 


sx 


[ f(x —-2)—f(zr)] 
= et & étant compris entre x —e et x. Or chacune des intégrales 
figurant dans la parenthése a, quel que soit z, une valeur finie : 
ainsi la premiére est la partie réelle de 


: 


; s'x—? xe 
[ 3e—3'2—p) dy = e—3'X—-9 — e—E, 


Jy —t 


expression finie, quel que soit z, sa partie réelle n’étant pas sup- 
posée négalive. 


La quantité < étant aussi petite que l’on veut, il en résulte 
que le second membre de (15) azéro pour limite quand z augmente 
indéfiniment, et le premier a f(x) pour limite, si toutefois z ne 
s’éloigne pas a linfini dans la direction de l’axe des y. Dans ce 
dernier cas, on ne peut pas affirmer que |’expression 


= 
3 [ e—sz—w) f(.)du 
a f(x) pour limite, mais seulement qu’elle reste finie, comme on 
le yoit par un calcul analogue ou l’on applique le théoréme de la 
moyenne. 
En résumé, la fonction F(z) du paragraphe précédent se réduit 
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ici a 


Tyee 
— 5 cS (@)- 


Les directions singuliéres appelées plus haut 9, pour lesquelles 
il n’ya pas la limite F, sont ici — = el + = mais nous sommes dans 


les conditions ot la formule (12) n’en sera pas moins applicable, 
comme il résulte de la remarque faite a la fin du § 9. 
Nous avons done la formule 


re = 
(a) — : CLC a a 3 aa eh z—p) fC) dys (2 > 2%), 
7 ake Cee 

la sommation dans le second membre étant élendue aux racines ) 
de l’équation x(i) = o. 

Si la fonction f(a) n’était pas continue pour la valeur consi- 
dérée de x, mais éprouvait, en passant par cette valeur, un saut 
brusque fini, il y aurait simplement a remplacer dans la conclu- 


sion précédente — 4c f(x) par 


on cf(z—n), 
2 
J(2—v7) désignant la limite des valeurs que prend la fonction 
quand la variable tend vers x en lui étant inférieure; c’est d’ail- 
leurs la notation dont nous nous sommes servi jadis dans la théorie 
des séries lrigonométriques. 


11. La formule précédente ne conduit pas a un développement 
simple, les termes étant des fonctions compliquées dea. Nous 
allons établir une seconde formule, qui, jointe a la précédente, 
nous donnera un développement remarquable. 

Dans la furmule du paragraphe (10), posons 


(5,2) — js es'z—b) f(.) dy. (= 77), 
et soit 
¥ (3) f(4, 2) 
£(s) = “+. 
CS 7 oe(a) 


Nous supposons que x(4) tend, en général, vers une limite C, 
) 


r(z 


174 CHAPITRE YI. 


= augmentant toujours indéfiniment dans les mémes conditions. 
De plus, nous admettons que 


10>) e2\x,—2) 

T(—& 
tend, en général, vers zéro. Ces deux hypothéses sont paralléles a 
celles que nous avons faites au paragraphe (10). On établira en- 
core, par des raisonnements entiérement analogues a ceux qui ont 
été employés plus haut, que 


e~ lew) f( 2) dy 


a 


reste fini et que 


z [ esl'e—w) FC) du. 


vr 


tend vers f(a), et l'on arrive alors a la formule 


fs Cae, ee ST KCAy a or ee 
©) Spey DEO fav pnd 


mC Kis 


qui présente la plus grande analogie avec la formule («). 
Dans le cas ot x serait un point de discontinuité, on aurait a 
remplacer 5 f(«) par 
OH ) 
— f{(z-+- 7%). 
x ‘ 


12. Des formules (z) et (%) nous allons déduire un nouveau 
développement. Supposons que 
y(4) + 4(4) = 2(4) 


on aura nécessairement alors 


grace ats 
7 (2) 
en effet 
wiz 
lim Abel: 0; 
T™(Z) 


comme il résulte de Vhypothése 


U(z) 


lim ex\x- Xo) — o, 
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Ainsi la quantité désignée par C doit étre égale a Vunité. On 
yoit de la méme maniére que c=1. 


Nous avons donc, en supposant x compris entre x) et x,, les 
deux formules 


y( noes 
zf@)= ae s ene—w f( 2) dp. 
Or 

YA)+YOA)=0; 


nous aurons, par suite, en retranchant, 


V(X x 
(y) flay=— Dae f ew f(u)du = [x(A) =o], 


développement remarquable dont les termes sont des exponen- 
tielles. Cette formule ne sera évidemment légitime que si les di- 


verses hypothéses faites sur les fonctions 4(z) et x(z) sont vé- 
rifiées. 


13. Un exemple trés intéressant est obtenu en faisant 
m(z)=e%%—1, $(4)=—1 (a> 0). 
Les racines de l’équation 


et=@—1I=—0 


sont données par 


(*& entier positif od négatif). 


La succession des rayons 7, 72, «++, nr, -+. sera obtenue en 
faisant 
(an-+1)t 


lp, ———- (7 is) 
n a \ =: )5 


de telle sorte que les circonférences successives ne passeront pas 
par les poles. 


L(—z Napie wee 
Nous devons d’abord constater que a 3 a une limite, qui, si 
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elle existe, doit étre égale 4 Punité. Or 


Par suite, en général, 


. w(—s 
lim © Da 
™(— 3) 
Si z est sur l’axe des quantités imaginaires, le quotient ee ? 
rae S 
: ‘ : a 2krt : 
qui est infini pour les péles s = —, 7 reste, au contraire, fini et 
, . ‘ (2an+1)ne 
égal a +, quand on donne a z les valeurs ————— . 


a 


oy) 
I] faut ensuite montrer que = ae (7~*,) a zéro pour limite. Or 


cette expression se réduit a 


e2\x—2x,) e2(XL—-2X,—a) 


ets — I E742 — I 


Si donc << x%)+ a, ce quotient tend en général vers zéro; il 
reste fini pour la direction singuliére de l’axe des quantités com- 
plexes, le point z restant, bien entendu, sur les circonférences de 
rayon 7p. 

Il faut encore vérifier les conditions relatives a la fonction (=). 
Celle-ci est définie par l’égalité 

$(4) + ¥(4) = *(4) 
, par suite, 


¥ (2) = e% 
Nous aurons 
y(s) Pe I 
um(z) e%%—1t {[—e-43 


Sa limite sera done un en général. De plus 


ry pers 2(x,-—2%—a) 
1. 3) e2(2,-x) — cas z 


nm(—2) e-4e—] 


? 


et sa limite sera en général zéro si 
Mmy—-@r7—ace 0; 


et, pour la direction de l’axe des quantités complexes, l'une et 
autre expressions précédeutes resteront finies. 
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Nous arrivons ainsi a la formule (y) qui devient ici 


es 2k i. 

Se Mme ry _ 2kTIY 
f(ey= Ff fu) da, 

a, 


sous la condition que 


Y— Alek LC Hy+a. 
Prenons, en particulier, 
%= 0, m= a, 


Nous aurons, pour x compris entre 0 el a, 


2A Ti 


phe) ~ <e a [ (EA Ma dD re ftp 


En réunissant les termes correspondant a des valeurs de & égales 


et de signes contraires, on obtient le développement 


k=@ 


a a “ kn 
oy fe) — * [ f(p)du+ ¥ = [ cos — (7 —p)f(p) dp, 
kat “? 


0 a 


cest-a-dire le développement en série de Fourier. 


Dans le cas ot, pour la valeur considérée de x, la fonction /(.x ) 
serait discontinue, il suffit de se reporter aux deux développements 
d’ott nous avons tiré la formule précédente pour voir que f(x) 
deyra étre remplacé par 


2 


Remarquons encore que la série de Fourier est démontrée, par la 
méthode précédente, pour toute valeur de 2 comprise entre o 
eta, mais @ l’exclusion de ces valeurs. On peut trouver facile- 
ment la valeur de la série pour 2 =o et x =a. Considérons la 
série (16) comme définissant une fonction de x; ce sera donc, si 
l'on yeut, notre fonction primitive /(2), prolongée en dehors de 
V'intervalle (0, a) d'une maniére périodique. Appelons (a) la 
fonction représentée par la série : c’est une fonction ayant a pour 
Pp. — Il. 12 
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période. Pour 2 =o et =a, elle n’a pour nous aucun sens; ~ 
mais, d’aprés la définition méme de ¢, on a 


e(—an)=f(e), 9(+n)=f(0). 


Ceci posé, développons o( 2) en série de Fourier, dans l’inter- 
a a 
valle (- Alte <); on aura 


3 2 ok 
(17) aa)== f o(p) du + it cos = (w — 2) o( 2) dy. 


a s ° . a. , . 
Mais la fonction g, dans V’intervalle de — 5 20 est égale a la fone- 


. , . a 4 a , , 
tion f dans l’intervalle de 5 ae; il en résulte que le développe- 


ment (17) est identque, terme a terme, au développement (16), 
Done la série (16), pour =o, aura la méme valeur que la 
série (17); or la valeur de cette derniére série est égale a 


g(a=n+e+n) 9 fM@+fl0). 
ey 2 ; 


la valeur de la série (16) pour 2=o0 et pour.«—=a est donc 
donnée par la demi-somme précédente. 


14. Prenons, comme second exemple, 


T(s) = 2(e%% + e-43) + h(e%3 — e—42) (a>0, h>0), 


(4) = e%4(2+h), U(z) = e-42(3—h), 


Nous allons choisir, comme succession des rayons 7,, rz, ..., 


a oe 
net 


rra= 
a 


On aura 
u(— sz) — et(+24+h) 
e-43(— 3 +h) + etaz(— z—h)’ 


par suite, en général, 
y(—s) 


lim = 
™(—3) 
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D’autre part 


-e 


al e2(x—x,) — eA) 


™(Z) €92(2 + h) + e-42(3—h)’ 


qui lend vers zéro, siz <a)-+ 24. 


On vérifiera de méme que les conditions requises sont remplies 
pour la fonction y(s). Ona 


e2(a,—x) — co ad Cola 2 
T(— 2) e—%7 (=~ 5+ h)—(s+h)e 


la limite sera zéro si 
@y—r7—2a<0 ou v>r%1— 2a. 


Ceci posé, nous avons a étudier l’équation z(s)= o. Il est d’a- 
bord manifeste que cette équation ne peut avoir des racines réelles, 
Sauf 40, car 

3(e%2+ e—42) et 4% — e—a% 


sont de mémes signes quand z est réel, et d’autre part h est po- 
sitif. 

Je dis que toutes les racines de l’équation sont de la forme s = X1, 
2 élant réel. 

Pour le voir posons dans cette équation, as = x + Ly. En sé- 
parant les parties réelles et les parties imaginaires on obtient les 
deux équations 


kz(e-+ e—7)-+-(e% — e-*)(1— ky tangy) = 0 


pS ED 
ka(e* — e-*)-+-(e%+- e-#)(14 mes) = 6 | ( ah ao) 


P l tska He, kx === sont positils ; 

our Ce 0; es rappor S KZ ara era. eam son posl LES: 6 

; ky é “ A : 

par suite ky tang y et tangy seraient de signes contraires, ce qui 
te] 


est impossible. Il faut done faire 2 = 0; la premiére équation est 
alors satisfaite quel que soit v, etla seconde se réduit a l’équation 


ky + tang y = 0. 


Il est d’ailleurs trés aisé de montrer que cette équation a une 
infinité de racines réelles. I] suffit pour cela de construire les deux 


180 CHAPITRE Yi. 


courbes 
xz =tangy, xr=—ky, 
et l’on voit de suite qu’elles ont une infinité de points de rencontre. 
En définitive, ’équation x(z)= 0 a une infinité de racines de 
la forme s = X¢, ) étant réel; en faisant cette substitution, l’équa- 
tion devient 


(18) hd cos(ad)+ Asin(adr)=0. 


sin2ark —2ah 


n'(At)= 2[(1+ ah)cosad — hasinah] = , 


sinah 


d’ot, par suite, le développement 


' eri (i+ h) 
Tia), ee sin ah ihe eNie—w) f(a) dy, 


sin2ad — 2a 


la sommation étant étendue aux racines de V’équation (18). 
En groupant les valeurs de ) égales et de signe contraire, il vient 


f(r)= , rene 


2(1-+ =H. 


ayers eon 2ah —sin2ak iy PK) CCEA 87 


la sommation s’étendant seulement aux valeurs positives de ). Si, 
en particulier, on prend 2)»=— a, x,=-+4, on aura le pate 
loppement d’une fonction f(a) définie entre — a et +a. 


15. ll ne sera pas sans intérét d’indiquer dans quel probléme 
Fourier a rencontré pour la premiére fois le développement pré- 
cédent, mais sans traiter rigoureusement de sa convergence, 
comme permet de le faire la méthode de Cauchy. Partons de ce 
résultat fondamental, dd a Villustre auteur, que, dans un corps 
isotrope, léquation a laquelle satisfait la température V d’un 
point est 

: Ov eV ey an. 
(19) Pe =k +o Os oa)? 


A étant une constante. Supposons que l’on ait un solide terminé 
pp q 
par une surface S; on donne état calorifique initial du solide 
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pour ¢=o, c’est-a-dire la valeur de la fonction V(2z, y, z, ¢) 
pour ¢=o. De plus, nous avons une condition a la surface, en 
écrivant que la loi de la déperdition a la surface est la loi de 
Newton; sil’on suppose que le milieu ambiant soit a la température 
zéro, cette condition, qui doit étre vérifiée pour toute valeur de ¢, 
peut s’écrire 

& AV =0 (Ri 0); 


aya See : LP. 
a désignant la dérivée de V dans le sens de la normale extérieure 


a la surface S('). Prenons maintenant le cas particulier d’une 
sphére de rayon R, ayant son centre 4 l’origine, et supposons que 
la température soit fonction seulement de ¢ et de r 


(7 =V/x?+ 72+ 2). 


L’équation (1g) se réduit alors a 


(20) ; Tn Sete or) 
ot . . 


et la condition a la surface devient 


ov 
(21) Boat = 2 (pour 7 — i); 
et cela quel que soit ¢. Nous avons, d’autre part, pour ¢=o0, la 


_ donnée 
(22) MY, 


x 


relative 4 l'état initial; F(7) est une fonction arbitrairement 
donnée der=oar=R. 
L’équation (20) se simplifie immédiatement, si l’on pose 
a= VT: 


on aalors, pour y, l’équation 


ee Oy 


ot or? 


(*) Voir Fourter, Théorie analytique de la chaleur (QEuvres de Fourier, 
publiées par les soins de M. G. Darboux). 
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Fourier commence par chercher ce qu'il appelle une solution 
simple de cette équation. En posant 


oy, = emt u, 


uw étant une fonction de 7, l’équation devient 


au 
mu = k——. 
dr 
En posant alors m =— kn?, n étant une constante arbitraire, 


on obtient la solution 


y =e t( A cosnr + B sinnr) 


et, par suite, 
e e—knit . 
ve (A cosnr + Bsinnr). 


Comme nous voulons ayoir une solution restant finie a |’intérieur 
de la sphére, nous devons prendre seulement la solution 


V a ew kn SIDNT 

rs 
La constante m jusqu’ici est arbitraire, mais si nous voulons que 
cette solution particuliére sauisfasse 4 |’équation a la surface, nous 


aurons 
nr cosnr +(hr—1)sinnr = 0, ie ate 
ou 
Rn 
23 tangn R + ——— =0. 
i) , = AR—1 


Nous allons supposer, pour ne pas avoir asortir du cas examiné 
plus haut, que AR —1 est positif; nR satisfait 4 une équation 
transcendante de la nature de celle que nous avons étudiée. Soient 
4, My, ... les valeurs de m en nombre infini satisfaisant a cette 
condition, la série 


asi 
+ A,e—hate SB MaT = 


2, sinmyr 
—knjt 
Aye i eae wee ey 


T 
si elle est convergente, satisfera 4 l'équation (20) et a la condition 


limite (21). On voit quel probléme fort intéressant se pose alors : 
peut-on déterminer les coefficients A, de facon que la série 
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converge et représente F (1) pour t = 0, c’est-a-dire soit telle que 
(24) rF(r)= Aysinnyr + Agsinngr+.... 


Il s’agit done du développement d’une fonction détinie entre 
o et RK en une série procédant suivant des sinus dont les argu- 
ments sont de la forme nz, les n étant racines d’une équation 
transcendante. Or, si nous considérons une fonction o(7) définie 
de —Ra +R, égale a rF(r) de oaR et prenant de o 4 —R des 
valeurs égales et de signes contraires, on peut développer o(7), en 
série de la forme (paragraphe précédent) 


u +R 
o(r)= re nay fe. o(p)dp 
+R 


as o()cosA(r— u) du 
Denne ae? By ait, 


la sommation étant étendue aux racines positives de l’équation 


a 
tangRi + i Bates 
R 
équation qui coincidera avec (23) sil’on pose 77 Sea ge 


D’ailleurs, d’aprés la définition méme de ¢9(7), le développe- 
ment de cette fonction ne renfermera que des termes en sinus, les 
termes en cosinus ayant des coefficients nuls. Nous obtiendrons 
done ainsi le développement (24) dont nous avons besoin, et la so- 
lution du probléme est donnée par la formule 


sin 747 sin Nar 


be ie t) = Ay —— e—Anit4 Ay e—Anit..., 


les n étant les racines positives de l’équation (23). 


III. — Nombre des racines d’une équation contenues 
dans un contour. Théorie des indices. 


16. Nous ferons encore une application du théoréme des ré- 
sidus en recherchant le nombre des racines d’une équation 


f(4)= oO, 
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contenues dans un contour C, a l’intérieur duquel f(z) est une 
fonction holomorphe. 
Considérons, en effet, Pintégrale 


[ Z@as. 
eC J (4) 


Les poles de la fonction 


sont les racines de la fonction f(s). Or, si a désigne une racine 
d’ordre m, on aura 


J(4)=(5—a)me(z) = [9(a) #0], 
done 
S24) ae o's) 
F(z) 3 Sas “lex 


le résidu correspondant est donc égal a m. Par suite, en désignant 
par N le nombre des racines de l’équation contenues dans C, 
comptées avec leur degré de multiplicité, i] vient 


17. On peut donner une autre forme au résultat précédent; 
lintégrale précédente est égale 4 la yariation de 


log (4), 
quand z décrit le contour. Or 
log f(s)= Log[mod f(z)]+ carg f(z), 


et Log|mod/(z)], qui est un logarithme arithmétique, reprend la 
méme valeur quand z revient au point de départ. La variation de 
log f(z) est donc égale a la variation de son argument multiplié 
par ¢. La variation de arg f(z) sera de Ja forme 


nT, 


n étant un entier, et l’on aura 


N= 7: 
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18. Prenons, comme application, le cas d’un polynéme f(z) de 
degré m. Il résulte de ce que nous avons vu (Chap. V, § 15) que, 
a Pextérieur d’un cercle d’un rayon suffisamment grand, on a le 


développement 


(Ce Ay A 
Tis)" 4 ae 


W/o 


cette série étant ordonnée suivant les pulssances croissantes de -- 


Il est clair d’ailleurs que A,= m, comme on le voit en multipliant 
pars les deux membres de cette identité et faisant s = x. 
Le calcul de l’intégrale 


eee 
Jo J(4) 


le long d’un cercle C de trés grand rayon, est maintenant immé- 
diat; on aura 


puisque 


On en conclut done 
N= mm, 


c’est-a-dire qu'un polynéme de degré ma m racines. 


19. Considérons particuliérement, avec Cauchy, le cas ot le 
contour C, a l’intérieur duquel on veut calculer le nombre des ra- 
cines de l’équation 


Cz) =30; 


J (s) étant un polynéme, serait formé de segments de courbes uni- 
cursales. On peut alors, par un calcul régulier, trouver le nombre 
des racines, et Cauchy a donné A ce sujet des développements ex- 
trémement intéressants. Soit un segment de courbe unicursale 
obtenu en faisant varier le paramétre ¢, dont dépendent rationnel- 
lement x et y, depuis ¢= a jusqu’a t= b (a <b); on a, pour 
cel arc, 

® F(t) dt 

I+ F2(¢)’ 


6 
+0 
a 


5 LF) 70 
(25) {Ge qz= Log[ mod /(z)] 
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en posant 


A 


IO 


? 


P et Q étant deux polynémes en ¢ faciles 4 former. 


Lintégrale qui figure dans le second membre doit étre cal- 
culée; c’est elle qui nous intéresse. 
L’intégrale indéfinie est 


arc tang F(¢). 


On peut partir d’une détermination quelconque de cet arc tang 
pour t= a, et dl faut suivre d’une maniére continue (voir t. I, 
p- 9) la détermination choisie depuis la valeur initiale ¢=a 
jusqu’a Ja valeur finales = 6. * 

On remarquera d’abord que Vintégrale 


ike F'(t) dt 
|, i+ Fe) 


aun sens déterminé méme quand F(¢) deyient infinie. Supposons 
en effet P et Q premiers entre eux; l’intégrale pouvant s’écrire 


t 
PQ’ P'Q 
rf pro: @ 
a ee 


sera finie pour toute racine t du polynéme P. 


Ceci posé, en désignant par are tang F(a) l’are ayant F(a) pour 


. Tv ri s te 
tangente el compris entre — 2 et -+- >? On aura, sans ambiguité, 
t 
F’'(¢) dt ; 
if en = arc tang F(t) — arc tangF (a), 
eli 
a 


lant que ¢ en variant d’une maniére continue ne passe pas par une 
valeur rendant F infinie. Dans cette formule arc tang F(¢) repré- 


; ; : T Gp Maio tise 
sente toujours l’are compris entre =a et =. Mais supposons 


que ¢ en croissant d’une maniére continue passe par une valeur ¢, 
rendant infinie la fonction rationnelle F. Si F(t) passe de + 0a 
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—, on pourra écrire pour é un peu supérieur a ¢, 


t 
Fi(t) de ; 
de ee ete tt) rc tang B(a) 7, 


are tang F(¢) étant toujours l’are compris entre — = ele -. En 
effet, une fois que ¢ a dépassé ¢,, c’est 


arc tang F(t)+7 


que l’on doit prendre pour suivre l’are choisi d’une maniére con- 
tinue. Si, au contraire, la fonction F (¢) avait passé de — 12 a + a, 
on aurait eu, aprés t= ¢,, 


= are tang F(t) —arc tangF (a) —7z. 


if F'(t) dt 
1+ F2(¢) 


Ya 
Lorsque ¢ varie de a 4 6, on aura done 


» F(t) dt 


To F(Z) = arc tangF (a) — arc tangF(b)+ nz, 


“a 


, . * T = : 
les arctang étant toujours compris entre — = eta . et n dé- 


signant l’excés du nombre de fois pour lesquelles F(¢) a passé de 
+ « 4 —o sur celui pour lesquelles cette fonction a passé de 
—oa +o quand ¢ varie de a a b. Cauchy a appelé ce nombre 
indice de la fonction entre a et b; nous poserons 


n = I2[F(2)]- 


20. Montrons maintenant, en suivant toujours Cauchy, com- 
ment on peut trouver par un calcul régulier l’indice d’une frac- 
tion rationnelle entre deux limites a et b. 

Une premiére remarque sera trés utile dans cette recherche; 
elle a pour objet de chercher une relation entre 


b b u . 
[F(t)] et I (a): 
ona 


b 
F'(t) dt Po ie 6 
yp ear re, 2) tc ane k(O)> alolF(e)I, 
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I 
el, en changeant F(¢) en FU)’ 


o R(t) dt bg ape a: Rhee eenTe ra | 
J Ta Fa(¢) 2° ang F(a) ™ 8 Fb) ke (|? 


par suite, en additionnant, 


o = are tangF(a@)-+ are tang ven 
— are tang F (6) — are tang aoe ant (2(F(¢)] + 12 ae fe 
e 5 F(b) / a oF )|s 


Il en résulte que, si F(a) et F(d) sont de méme signe, 


(o(F) +12 (R) ty 


Si F(a) > 0, F(b) <0, on aura 


(PF) +18 (@) =— 


Si F(a) <0, F(b) > 0, ona, au contraire, 


. he 
(EF) +12 ¢; ) oe 
Tout ceci résulte immédiatement de ce que 
are tanga —- are tang 


suivant que x est positif ou négatil. 


Nous posons done 
. I 
[3(F) + 12 (i) = 6, 


etVona 
e=o pour F(a) F(d)>0, 
Ser a Pa) <6, (6) S20, 


t=—)1 o» Filia) So. F( 6) <0. 


Faisons encore la remarque éyidente que deux fonctions ra- 
tionnelles, dont la différence est un polyndme, ont méme indice, 
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et que deux fonctions égales et de signes contraires ont des indices 
égaux et de signes contraires. 
Ceci posé, soit 


T 


: V; 

F(t)= 5 
V et V, étant deux polynédmes premiers entre eux, on peut sup- 
poser que le degré de V est supérieur au degré de V,. Effec- 


tuons sur V et V, les opérations que l’on fait sur le polyndme et 
sa dérivée dans l’application du théoréme de Sturm; soit done 


V = Vi Q,— Va; 


Vn—-1= Vn Qn; 


on aura, en supprimant les indices a@ et b, 


Pee eee eerCegessesenea 


D’autre part, 


les  étant égaux ao, +1, —1 et étant déterminés d’aprés la régle 
indiquée plus haut. 

En additionnant ces égalités et tenant compte des précédentes, 
il vient 


I Ms = y+ fg+ é 
V = & oe) ne Sa Boe, 
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se ee SHE AY, , 
Le calcul de UV indice de la fraction oS peut done étre com- 


plétement effectué par de simples opérations algébriques. 


Nous pouyons trouver facilement, d’aprés ce qui précéde, le 
nombre des racines de I’ équation algébrique 


J (4) = 0, 


dans un contour formé de segments de courbes unicursales; il 
suffira de calculer Vindice d’une fonction rationnelle conyenable 
pour chacun de ces segments. D’aprés la formule 


oe WAS) poe 
N= sil Fo 


et en se reportant a la formule (25), on voit que le nombre 
cherché sera égal a la demi-somme de ces indices. 

On peut, dans beaucoup d’autres cas, trouver par un calcul ré- 
gulier le nombre des racines de l’équation f(z) = 0, contenues 
dans un contour: c’est un sujet sur lequel nous reviendrons au 
Chapitre suivant. 


21. Nous allons terminer ce Chapitre en démontrant le théo- 
réme fondamental relatif a la continuité des racines d’une équa- 
tion algébrique. Cauchy énonce ce théoréme de la maniére 
suivante. Soit 


(26) J(@, yy) =0 


une équation algébrique avec les deux variables x ety. Sc, pour 
“=o, l’équation 


S(o, vy) =0 


a p racines nulles, l’équation (26) aura, pour x votsin de zéro, 
p racines et p seulement voisines de zéro. 


La démonstration précisera complétement ce qui reste d’un peu 
vague dans cet énoncé. Ecrivons le polyndme f(x,y) sous la 
forme 

S(2, 7) = Aot Ary +... tApyP+...tAmy"; 
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les A sont des polynédmes en z, et l’on a 
(27) A oot A fae =) Ap ==.0 pour 0 
tandis que A, ne s’annule pas pour w = o. 


On peut écrire 
S( 2, 7) = Any? (t+U+ V), 


en posant 
U = Apwt yt+..et Am yin—P, 
Ap 2 Ap* 
het a ¥ Ao | 2h re 
Piya, tae OA, 


Décrivons autour de 2 = 0, y = 0 comme centres, dans les plans 
respecufs des variables x et y, deux circonférences C et T de 
rayon sr eto. On peut prendre reto suffisamment petls pour que 
les deux conditions suivantes soient vérifiées. 

On veut d’abord que, les points 2 et y étant quelconques a 
Vintérieur des deux cercles précédents, on ait 


|Ul<-. 


En second lieu, on veut que, y étant sur la circonférence V, 
et x quelconque a l’intérieur du cercle C, on ait 


: I 
ese 


Pour la premiére condition, aucune explication n’est nécessaire. 
Pour la seconde, il suffit de remarquer que 


Avp— 
+ |=); 
P Ap 


I 


Oh Ke 


e” 


Ay 


A, 


et, d’aprés les Equations (27), sir est assez petit, il est clair que 
IVI<3- 
Ceci posé, nous pouvons aisément trouver le nombre des racines 
de ’équation en y 
S (a, y) = 9, 


contenues dans le cercle T, z étant un point quelconque a Vinté- 
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rieur de C. Le nombre de ces racines est en effet égal au quotient 
par 27 de la variation de argument de 


Apy?(1+U+V), 


quand y parcourt la circonférence Tl. Or, puisque | U| <4,|V |<, 
Vargument de 
i+U+V 


redevient le méme quand y revient au point de départ. L’argu- 
ment de vy? a augmenté de 2px; par suite, le nombre des racines 
que nous cherchons est égal a p. C’est dans ce résultat fonda- 
mental que consiste le théoréme de la continuité des racines d’une 
équation algébrique. Nous verrons bientOt comment ce théoréme 
peut s’étendre a une fonction /(x, y) holomorphe par rapport a x 
ela ys 
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CHAPITRE VII. 


NOMBRE DE RACINES COMMUNES A DEUX EQUATIONS 
SIMULTANEES. 


1. La recherche du nombre des racines de |’équation 
Ez) 10, 


contenues dans un contour C, revient 4 chercher le nombre des 
racines des deux équations 


\ S(t, y)=0 ) 


(1) eee nao 


[F(s)=f(a, y)+ to(a, y)], 

contenues dans C. Dans ce cas les fonctions réelles f et 9 ne sont 
pas arbitraires (t. I, p. 86). Nous allons nous poser maintenant 
le probléme dans toute sa généralité. En ne faisant aucune hypo- 
thése sur les fonctions f et 9, que nous supposons seulement con- 
tinues dans C, nous nous proposons de trouver le nombre des 
racines communes a ces deux équations contenues dans un contour. 

Nous allons avoir a reprendre une intégrale déja étudiée dans 
leTome I: c’est ’intégrale de M. Kronecker (t. I, p. 123). Dans cette 
étude, nous ayons posé a priori une certaine intégrale ; il est in- 
téressant de montrer comment on peut y étre conduit : c’est par 
quoi nous allons commencer. 

La formule de M. Kronecker se déduit immédiatement d’une 
propriété élémentaire des fonctions V, continues dans un certain 
domaine et satisfaisant a l’équation de Laplace; nous la présente- 
rons de la maniére suivante. 

Si la fonction V(X, Y, Z) est uniforme et continue dans un 

P.— 11. 13 
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espace limité par une surface 5 et satisfait a Péquation 


ona 
dV 
(1) [ [Rene 


Vintégrale étant étendue A la surface S. 


Appliquons cette formule a la fonction 


Vos Wa Vxt Yk), 


; 
et transformons-la en faisant le changement de variables 


X= f(2, y,4), 
Ve (ayes); 
Ga sU(2Ny 1s): 
J, ¢ et ¥ étant continues dans le volume ot nous aurons 4 les con- 
sidérer. 
L’intégrale (1) peut s’écrire 


The X adY dZa- VY di dX -— Zidx ay 
(X?2-+- Yeee Z2)2 


Pour trouver l’élément de Vintégrale transformée, concevons 


que z, v, 5 aient été exprimés en fonction de deux paramétres wu 
et. L’élément dY dZ devra étre remplacé par 


Feeres Diz,y) | D(g, ¥). Diy, 2) | Dig, ) Di, x) 


D(z,y) D(u,e) * Dy, 2) D(u, 9) D(z, z) Dae | ee He 


comme On le voit de suite en calculant 
ID ONE GA’ 
D(u,)’ 


et ona des expressions analogues pour dZ dX et dX dY. En substi- 
tuant dans l’intégrale, on trouve alors de suite la nouvelle inté- 
grale 


(2) f A dy dz + B dz dx + Cdz dy, 
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of of Of Of CO fmano ft 

ty os St os oe I te oy 

do 09 2 09 09 : 09 0% 

Z dy 02 : 3 On > On oy 

q ! t 
ae 1, Be i, pone Sf - 
(f2+ v2+ Y2)? 2 2 


ers ee a dag Ue seer at 2) 


D’aprées légalité (1), Vintégrale (2), étendue a une surface 
fermée S, sera nulle si, 4 Pintérieur de S, il n’y a pas de points 
(x,y, 3) pour lesquels f/, 9 et  s’annulent a la fois. 

Si, au contraire, les fonctions /, 9, 4 s’annulent a Vintérieur 
de S, Vintégrale (2) ne sera pas nulle en général. En supposant 
que les racines du systéme d’équations 


(2; V, F)= 9, 
(5) ‘ 4 O(L, ¥,5)=0, 


v( a, JV, 4)=0 
” 


soient simples, c’est-a-dire que le déterminant fonctionnel 


af of of | 
Ox oy 5 
_| 09 09 Odo 
Saha dvieds 
ob ov ay | 
hase andians| 


ne soit pas nul pour les racines considérées, nous avons montré 
(loc. cit) que Vintégrale (2) est égale a 


4m, 


m désignant la différence entre le nombre des racines contenues 
dans S, pour lesquelles le déterminant fonctionnel D est positif et 
celles pour lesquelles il est négatif. 


2. Le probléme de la recherche du nombre exact des racines 
n’est done pas résolu par la formule de M. Kronecker. Je me 
propose maintenant de montrer qu’en s’appuyant sur le résultat 
de Villustre géomeétre, on peut arriver 4 représenter par une inté- 
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grale double le nombre des racines communes a deux équations 
simultanées contenues dans un contour C ('). 
Considérons, a cet effet, le systéme des trois équations 
, ) af 


f=9, 
(4) Spe, 
ie DOs 


aux trois Inconnues x, y, 3, en posant 


J’enyisage dans l’espace a trois dimensions (.r, y, 5) ensemble 
des valeurs de ces variables correspondant a des points (x, y), 
contenus a l’intérieur de C, et a des valeurs de z comprises entre 
—eet +(e désignant une constante positive arbitraire), Cet en- 
semble définit un domaine A, et le nombre des racines du systéme 
(4) correspondant a des points de ce domaine sera précisément le 
nombre des racines du systéme (1) contenues dans C (nous sup- 
posons que toutes les racines considérées sont simples, c’est-a-dire 
que D ne s’annule pas pour ces racines). Or le déterminant fone- 
tionnel des trois fonctions, formant les premiers membres des 
équations (4), se réduit a la quantité essentiellement positive 


D2. 

La difficulté relative au signe du déterminant fonctionnel 
a donc disparu, et ’on pourra, par suite, représenter par une 
intégrale double le nombre des racines communes aux équa- 
tions (1) contenues dans C. 


3. On peut remarquer qu’une méthode analogue s'applique au 
p 8 pp#q 
cas d'une seule équalion 


J (2) =09, 


dont on veut avoir le nombre des racines comprises entre a et b. 


(') Dans deux articles publiés dans les Comptes rendus (t. CXIII, 18g1) et 
dans un Mémoire du Journal de Mathematiques (1892), j'ai traité de la déter- 
mination du nombre des racines communes 4 n équalions simultanées. 
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Nous formons les deux équations 
Jf(v)=0, 
IS (x) = 9; 
et nous avons a chercher le nombre des racines, communes A ces 
deux équations, contenues dans le rectangle formé par les droites 
TP SSih Teen (ay yrs, y=-e 
Or le nombre des racines communes aux deux équations 
S(@,y)=0, 9(%,y)=0, 


contenues dans un contour CG, est représenté par l’intégrale curvi- 
ligne 
fdg —9af 


on é free 


-) 


prise positivement le long du contour, quand on est assuré que le 
déterminant fonctionnel ne change pas de signe (t. 1, p. 86). 
Appliquons ici cette formule : on aura de suite, en intégrant le long 
du rectangle, pour le nombre n des racines, 


e( ff" — f'?) I Bint GE Piatt ef'(a) 
n=— — er ieee Way WG dx + —arc tang “-— — - arc tang =~ 
Pe Be a gk os eae ito We: f(a)’ 
les arc tang étant compris entre — Beet ees 
ot 2. 


L’intégrale qui figure dans le second membre pourrait étre cal- 

culée; du moins, on a de suite l’intégrale indéfinie qui est 
arc tang [AS], 
S(@) 

et alors on yoit bien, @ priori, que le second membre représente 
le nombre des racines. I] faut done garder Vintégrale telle qu’elle 
est écrite, et cette formule ne pourrait étre intéressante qu’au 
point de vue pratique : elle permet, en calculant par approxima- 
tion le second membre, d’avoir la valeur exacte de n. 


4. Prenons maintenant le cas de deux équations 


S (2, 7) =09, 


o(@, y) = 0. 
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Comme nous l’avons dit, nous devons considérer le systéme des 
trois équations 

JS(@, ¥) =o, 

o(@, y) = 0, 


(Ff 9 of o 
“(5 oy < oy =) 


Nous allons chercher le nombre des racines de ce systéme, com- 
prises dans le volume limité par le cylindre, ayant pour section 
droite la courbe C, et les deux plans 


s=—6, S=+6. 


Calculons d’abord la partie de lintégrale relative 4 la surface la- 
térale du cylindre. En prenant les notations du n° 4, elle se réduira 
i Pintégrale 


{ [ Adyds+Bdsde. 


, , 


D’une maniére générale, on a 
dy dz = ds cosa, dz dx = ds cos, 


ds désignant I’élément positf de la surface, « et 8 les angles que 
fait avec les axes la normale extérieure a la surface. Ici nous pou- 
vons prendre pour « et 6 les angles que fait la normale extéricure 
4 la courbe C avec les axes Ox et Oy et 


ds = ds.dz, 


ds étant ’élément d’are de C, et dz étant posituf. Nous aurons 
donc, pour lintégrale précédente, 


+6 
i; [(Aeosa Boos) ds ds; 


mais, sur la courbe C, 
dx = — ds cos®, 


dy =-+- ds cosa. 


Nous pouvons, par suite, écrire l’intégrale sous la forme 


+E 
fi [Ay Bade) as, 
—€ 
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_ Vara)? 


A = 


etVona 


Re 
(f?2+ 9? + D222)? 


ty of do =Of do 
( Ox oy oy xt): 


3 
(f? + © ca D2 32)? 


ll en résulte que, dans l’évaluation du nombre des racines, la 
portion de l’intégrale double provenant de la surface latérale du 
eylindre se réduit a Vintégrale curviligne, prise positivement le 
long du contour C, 


(x) [Pde + Qdy, 


I de of a Dds 
O= cheat aN ; 
=a (se vam 


_- (ff? 9?=- D? 2)? 


L’intégrale qui figure dans P et Q peut s’obtenir immédiate- 
ment; on trouve ainsi 


Ame da 
> 1 fae oe De 
on fi 9? Bee 
(ft 9? + D222)? 
0° of 
ne I | nN mah ere De : 
— an f%+ o \ 


(f2?-+ 92+ D2e2)? 


Passons a la portion de Vintégrale relative aux deux premiers 
plans de base du cylindre. Ils donneront l’intégrale double, étendue 
4 aire limitée par le contour C, 


(8) dx dy 
| evaenergrene ot + Die)? 
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en éeriyant 


ow 

Y On Oy 

R — (a5) 09 og 
J OX oy 

D 738) oD 

On oy 


La somme des intégrales («) et (%) donne le nombre cherché 
des racines communes aux deux équations 


JI(@, ¥) =09, 
o(7, 7) = 0, 


contenues dans le contour C. 


On voit que le champ dintégration dans ces deux intégrales ne 
dépend que du contour C, 

5. Le résultat précédent dépend en apparence du nombre e¢ : 
les deux cas limites «=o et ¢== appellent nécessairement 
attention. 

Maisons tendre d’abord ¢ vers zéro, Vintégrale («) tendra vers 
zéro, (Juant 4 Vintégrale (6), elle se présente sous une forme in- 
déterminée qui rappelle entiérement ce que nous avons trouvé 
pour le cas d’une seule équation (n° 3); nous pouvons dire que le 
nombre cherché est la limite de expression 


J fib eR dx dy 
: is ny 
On J (ft ot + Diet)? 


quand ¢ tend yers zéro. Il est clair que pour ¢ =o tous les élé- 
ments de lintégrale sont nuls, sauf celui qui correspond a une 
racine commune aux deux équations f= 0, 9 =o, et c’est de la 
que provient la forme indéterminée. Nous chercherons tout a 
heure comment on pourrait calculer cette limite pour quelques 
contours particuliers et en supposant que f et soient des poly- 
ndomes, 

laisons maintenant augmenter indéfiniment ¢ dans les inté- 
grales («) et (). On voit immédiatement que la premiére tend 
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vers 
be fay —9 df 


ar atG 


| D| désignant la valeur absolue de D, 
Cette intégrale est & rapprocher de Vintégrale 


I { Sdy—odf 
at Jy fi ps 

faisant connaitre la différence entre le nombre des racines conte 
nues dans C, pour lesquelles le déterminant fonctionnel D est 
positif, et celles pour lesquelles il est négatif, Les éléments de ces 
deux intégrales ne peuvent que dilférer par le signe sur certaines 


parties du contour, 


Quant A Vintégrale (3), elle se réduit, en posant ¢ nar A 


I ied nR dx dy 
; x q? 
ae S [Dien ste) 


dont on doit chercher la limite pour ys o. Hl y aura ict, pour 
= 0, une suite d’éléments indéterminés correspondant aux va- 


leurs de a ety’, pour lesquelles 
D = 0. 


Si D ne s’annule pas & Vintérieur de C, cette limite est nulle et 
’ ’ va = ” ‘ a ® ’ 
Pon n'a qu’d prendre lintégrale curviligne, ce qui est accord 


avee le résultat trouvé précédemment, 


6. Appliquons les considérations précédentes au cas ob le con- 
tour considéré se réduit A un carré dont les cdtés peuvent étre 
supposés paralléles aux axes et of les deux fonctions /(2, 9”) et 
e(x2,y) sont des polyndmes. On peut, dans ce cas, écrire les 


deux équations simultanées 
S (a, 7) = 0, 
o(a,y) =o 


J(*) =O, 
Y- F(x) =0, 


sous la forme 
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J (a) et F(z) représentant deux polynémes (puisqu’on suppose 
qu'il n’y a que des racines simples). Le polynédme f(z) n’aura 
aussi que des racines simples. 

Il s’agit de trouver le nombre des racines (x, v7), communes a 


ces deux équations, pour lesquelles 


UG Heo ent A 


Bee Wane ah 


On suppose qu’aucune des racines des deux équations ne se 


trouve sur une des droites limites. 
Le déterminant fonctionnel D se réduit ici 4 f’(a), et l'on a 


R = f'?—ff". 


Nous deyons done considérer l’intégrale 


/ i (f? ff" de dy 
= 32 
ge (iy —F)?+f2 +22f?2]% 


élendue a laire du rectangle, et faire tendre ¢ vers zéro. 


En effectuant lintégration par rapport a y, cette intégrale 


devient 


1 | if e(d —F)(f'? — ff") dx 
hae 1 
oP (Pref?) [(d—FP+f+ef?]? 


1 
J, (fre fyie—Fe rst ef yy) 


Quand ¢ tend vers zéro, les seuls éléments de l’intégrale 


1p ad —F)( f2 — ff’ )dz 
 (Peepyld-Fy +f +est? 


ne tendant pas vers zéro, sont ceux qui correspondent aux va- 
leurs de x racines de f(x), Au lieu de lintégrale précédente, 


nous pouyons donc nous borner a la suivante (en développant 


Waa ¥ FTLafi par la formule de Taylor) 
— + Lin ry Sy 
° d—F e(f?—ff") de 
pa iC eee) 


> 
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nN 


ce qui nous conduit, pour ¢ = 0, a 


— 18 ae ; 


f 
I? désignant Vindice entre a et b, au sens de Cauchy, de la 
: : d—F)f' , 
fonction rationnelle ‘ ae et lon aura, par conséquent, 


pour le nombre des racines, 


I1f(e—P)f_ »(4@—-F)f 
2 FS ae ma In ey cee = 

7. Ce résultat est facile a vérifier directement. Quand x, 
en croissant, passe par une racine de f(x), le quotient 


feasf yr 
fF 
passe de +-10 4 —mwsi c—F est négatif, c’est-a-dire si le point 
(x, y) est au-dessus de la droite yc. De méme, ce quotient 
passera de —« a + si le point correspondant (a, v) est au- 
dessous de la droite y=c. En désignant donc par n et n’ le 
nombre des racines de nos deux équations (comprises entre les 
droites =a, xb), situées respectivement au-dessus et au- 
dessous de la droite yc, on a 


Me (< =r =n—n'. 


¢n remplacant ¢ par d et désignant par N et N’ les nombres cor- 
respondants, on a de méme 


13 6¢ ee =N—N’. 


Or, si nous désignons par y le nombre des racines comprises 
dans le rectangle, on a 
n=v-+N, 
' 


=vytn; 


done 
n—n'—(N—N’)=2». 
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Par conséquent 


a PCat ke Caan ee 
| ae eee | os 


cest le résultat que nous voulions vérifier ('). 


8. D’une maniére plus générale on peut indiquer une marche 
réguliére de calcul pour trouver la limite de V’intégrale 


a ic if (ft— ff) dedy 
TS Uy Pepe esl 


quand le contour est formé de segments de courbes unicur- 


sales. Cette intégrale double est, en effet, égale a l’intégrale cur- 


Pe ii (f2—Sf") (y —F) de 
2 19 9 9 9 fla i 
J go (Pae ray ye aes ae fale 


viligne 


prise dans le sens positif le long du contour C. 


Partageons cette intégrale en différentes parties correspondant 
aux différents segments de courbes unicursales qui, par hypothése, 
forment le contour C. Soit l'un d’eux correspondant aux valeurs ¢y 
et 4; du paramétre ¢ dont sont fonctions rationnelles x et y. La 
valeur correspondante de l’intégrale sera, pour ¢ = 0, en raison- 
nant comme au numéro précédent, 


fete ae 
2 ty Ta 


—— Eine : 5 
ee ve sera une fonction rationnelle de /, et l’on 


ua 


n’aura qu’a en prendre Vindice de ¢) a ¢,. En additionnant tous 


Le quotient 


les résultats ainsi obtenus, on aura le nombre cherché. 


9. Ilya beaucoup d’autres cas ot: l’on peut facilement trouver 


(') Le cas du rectangle avait été déja traité, sous une autre forme, par 
M. Hermite dans une Communication faite 4 l’Académie [ Remarques sur le 
théoréme de M. Sturm ( Comptes rendus, t. XXXVI, p. 294)]. 
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le nombre des racines communes a deux équations 


S(z,y¥) =0, 
o(z,y)=0 


(f et 9 étant deux polynémes) contenues dans un contour conve- 
nable C. Comme au § 6, nous écrivons toujours ces deux équa- 
tions sous la forme 

I(x) = 0, 


a y= F(x) = 0, 


Jf et F étant deux polynémes. 


Supposons que le contour C soit défini par la relation algé- 
brique 
Ka, 7) = 0, 


) étant un polynéme, et que les points a l’intérieur du contour 
J ’ 


correspondent a 
KCB) <0. 


Nous avons donc achercher le nombre des racines communes aux 
équations (5) pour lesquelles l’inégalité précédente est vérifiée, ce 
qui revient a chercher le nombre des racines x de Péquation 


J(@) = 0, 
pour lesquelles 
R(z) <0, 


en désignant par R(x) le polynéme dz, F()]. Or cette question 
n’est visiblement qu’un cas particulier de celui qui a été traité 
au § 7. 

On prendra l’indice entre — 2 a + de la fraction rationnelle 


R(x) f'(#) 
7) 


En désignant, respectuivement, par n et nr’ le nombre des racines 
de f =o, pour lesquelles R(a’) est négatif ou positif, on a 


; rey. 
r= Itz —_- 
J 


Tor 


On connait d’autre part, au moyen du théoréme de Sturm, la 
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somme n+ rn’ qui peut d’ailleurs s’écrire 


if 
n+n'=— tel. 


a 


On aura par suite le nombre cherché n. 


10. Ce résultat est bien facile 4 généraliser. Supposons que le 
contour C soit défini par deux inégalités 


I Gis Ge Vico 
p(z. 7) <0, 
et p étant des polyndmes. 


Nous serons conduit 4 rechercher le nombre n des racines de 
Péquation 


S(2) a 
pour lesquelles on a simultanément 


R(zv) <0, Ry (ee) <=, 
en posant 
aC) —— ON Cae Ey Ri(z) = pa, F). 
Soit N le nombre des racines pour lesquelles 
RG@)ca0; Riz) > 0, 
et N’ le nombre des racines pour lesquelles 


R(x2)> 0, Ri(z) < o. 


On pourra trouver la somme N + N’, puisque ce nombre repré- 
sente le nombre des racines pour lesquelles 


Ri@z) Rae) =o. 


Désignons de méme par rn et 7’ le nombre des racines pour les- 
quelles on a respectivement 
(ZnO; Ri(z) <0 (pour rn) 
Riz jis 0; Ri(v)>0 (pour 7’). 
On pourra calculer les sommes 


n+wN et n-+N’, 
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qui correspondent respectivement aux racines pour lesquelles 
R(a) <0, et aux racines pour lesquelles R, (2) <0. Ayant cal- 
culé les trois sommes 


N+N’, n-+N, n+N’, 
nous en déduisons de suite le nombre cherché n. 


Il est clair qu’on n’aura pas plus de difficultés a calculer le 
nombre des racines de Péquation f(z) pour lesquelles on aura a 
la fois 

R(x) <0, Rg(x) <0, mace a earn 
7 étant un entier quelconque. On peut done par suite drouver, par 
un calcul algébrique régulier, le nombre des racines des deux 
équations 
Fila; Ey) = 0, 
o(z,y)=0 


(f et 9 étant deux polyndmes) contenues dans un contour dé- 
fini par les n inégalités 


Ai(e, x) <0 Cree Ow Oe cine 


les ), étant des polynémes. 
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CHAPITRE VUE. 


INTEGRALES DE FONCTIONS NON UNIFORMES. 


I. — Intégrales hyperelliptiques. 


1. Nous avons déja étudié (t. I, p. 42) la réduction algébrique 
des intégrales hyperelliptiques. Considérons particuliérement les 
intégrales du type 
J (a2) dx 


pea yt | 
J VR(«) 
J (a) étant un polynéme; soient » le degré du polyndme R(x) et 
A\, Ay, ..., Gy, Ses  racines qui sont supposées toutes distinctes. 
= if aa ete hey eS ; i 
Nous nous proposons d’étudier les déterminations diverses de P’in- 
légrale 


pe ae 
Ar) if VRC@) 


quand on va du point #9 au point x par différents chemins, la dé- 


termination initiale de /R(a) pour 2 = 0 étant toujours la méme. 


2. Commencons par étudier les différents chemins allant du 
point 29 aun point 2. Pour Vobjet que nous avons en vue, deux 
chemins seront éyidemment a considérer comme identiques si on 
peut les ramener l’un 4l’autre par une déformation continue sans 
lraverser aucun des points a. Or considérons (fig. 24) » courbes 
partant de 2 et y revenant en entourant, respectivement chacune, 
un des points @. La forme de ces courbes est indifférente; pour 
bien préciser, nous prenons pour chaque point a la courbe sui- 
vanle : On joint 2» 4 un point trés voisin de a, on décrit autour 
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de a un cercle trés petit et l’on revient au point a» par le méme 
chemin qu’a l’aller. Un tel chemin est dit un dacet. 

Ceci posé, tout chemin allant de 2 dun point x se raméne évi- 
demment a un chemin allant de 2» 4 x,, suivi d’un chemin déter- 


miné allant de x» 42; il suffit, en effet, d’ajouter au chemin 
considéré le chemin déterminé xxq, que l’on fait suivre du chemin 
de sens inverse xo. II faut donc envisager les différents chemins 
partant de a, et y revenant. Or je dis que tows ces chemins re- 
viennentausx différents lacets parcourus successivement et dans 
un ordre quelconque. 

Pour le voir bien nettement, on suivra le chemin C jusqu’a la 
rencontre en a avec un lacet; on quittera alors C pour suivre le 
lacet jusqu’en 29, ce qui donne visiblement une somme de lacets 
(les lacets a, et ay): puis on rétrograde de x) en a, et en a on reprend 
le chemin C jusqu’a ce que celui-ci rencontre un nouveau lacet, 
soit 8 ce point de rencontre. En 8 on quitte de nouveau C pour 
suivre de 8 en zy le laeet rencontré. On a mis en évidence de nou- 
veau, par le chemin 2928.7), une nouvelle somme de lacets (cette 
somme peut se réduire a zéro, comme il arrive dans le cas de la 
figure). On rétrograde alors de x, en 8, et en & on reprend le che- 
min C et l’on continue ainsi jusqu’a ce que l’on ait parcouru tout 
le chemin. Le chemin C se présente alors de la maniére la plus nette 
eomme équivalant 4 une somme de lacets. Dans le cas de la figure, 
le chemin C est équivalent aux lacets @,, 42, successivement 
parcourus. 


3. La remarque fondamentale qui précéde va nous permettre 
d’étudier sans peine les diverses valeurs de l’intégrale (1). Suppo- 
P. — Il. 1h 
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sons d’abord que l’on considére seulement des chemins partant 
de x» et y revenant. Les valeurs de l’intégrale le long des lacets 
vont jouer le principal réle : soit, par exemple, le lacet a,. La 
valeur de l’intégrale sur le lacet se compose de deux parties, l'une 
est relative a l’aller et l’autre au retour; quant a l’intégrale sur le 
cercle infiniment petit, elle tend vers zéro avec le rayon de ce 
cercle. Il peut sembler au premier abord que les deux intégrales 
se détruisent puisque les dx a laller et au retour sont égaux et de 
signes contraires; mais \/R(), ayant tourné autour du point a,, 
n’a plus la méme détermination au retour qu’a l’aller, et, par suite, 
les éléments s’ajoutent au lieu de se détruire. Soit A, la valeur de 
lintégrale 

ilayde 
VR) 


Xo 


quand on suit le chemin tracé pour le lacet, et que l’on prend 
pour \/R(z,) une de ses déterminations que nous désignerons 
ar 7); la valeur de l’intégrale correspondant au lacet tout entier 
} § I 
sera, d’aprés ce que nous venons de dire, 2 A,. Soient de méme 
) | ’ 1 


AS as Ath 


‘ 


les valeurs de l’intégrale correspondant aux autres lacets, la dé- 
5 p } 


termination initiale de /R(a), quand on parcourt chacun de ces 
lacets, étant toujours sup posée égale a 7. 

Tout chemin, ayant 2) comme points de départ et d’arrivée, se 
ramenant a une somme de lacets, nous n’avons aucune difficulté 
a avoir maintenant la valeur de l’intégrale correspondante. Sup- 


posons que le chemin équivale aux lacets 
Ay» By +++) Dy Cadets) apis 2) Sees) 
successivement parcourus, nous aurons comme yaleur de I’inté- 
grale 
(2) 2A,,—2A),+ 2A),—--.- 
On remarquera que les signes plus et moins alternent dans cette 
somme; c’est que, aprés avoir parcouru le premier lacet @,, nous 


revenons en £ avec la détermination — 7p du radical, et la valeur 
du second lacet est alors — 2A), au lieu de +-2A), que nous 
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aurions trouyé si nous avions décrit le lacet a, avec la détermina- 
tion initiale + 7 pour le radical. Pour le troisiéme lacet, au con- 
traire, nous ayons au début, aprés deux changements de signe, 
retrouvé la détermination initiale yo et par suite nous avons + 2A), 
et l’alternance des signes est, aprés ces explications, bien mani- 
feste. 

Deux cas sont a distinguer suivant que p est pair ou impair. 
Si p est pair, l’expression (2) pourra se mettre sous la forme 


(3) 2 My) + 2Mz 9+... 2My-4 Wy-4, 
les m étant des entiers positifs ou négatifs, en posant 
w, = A;— Ag, WW) => A,— As, eng Oy—1 = A,— Ay. 


On peut d’ailleurs choisir un chemin tel que l’on trouve pour valeur 
de Pintégrale l’expression (3) : il suffira de décrire m, fois len- 
semble des lacets a, et ay, puis mz, fois l'ensemble des lacets a, 
el a3, et ainsi de suite. 

Si p est impair, en ajoutant 4 l’expression (2) —2A,+2A,, 
on la mettra sous le forme 


-_ 
=~ 
~~ 


271+... @My_-4 Wy-1 + 2A. 


Nous avons done représenté par (3) et (4) toutes les déter- 
minations posstbles de Vintégrale pour un chemin partant 
de xo et y revenant. On donne aux quantilés 2 le nom de pé- 
riodes de Vintégrale hyperelliptique. 


I] est important de remarquer que ces périodes ne dépendent 
pas du choix du point x». Ainsi, par exemple, la période 


2A,—2A, 


n’est autre chose que lintégrale prise le long d’un contour con- 
tenant a son intérieur les deux points a, et a2, contour que l’on 
peut déformer d’une maniére continue sans changer la valeur du 
résultat de Vintégration. 


4. Considérons maintenant un chemin particulier c allant de 24 
en x; soit I la valeur de Vintégrale pour ce chemin, la valeur 
initiale pour le radical étant toujours v9. Comme nous l’avons déja 


212 CHAPITRE VIII, 


dit, tout chemin L allant de z) en w se raméne a un chemin C 
revenant 4 2, suivi du chemin c, Si C équivaut a un nombre pair 
de lacets, la valeur de l’intégrale sur L sera de la forme 


2M, 4+ AMgWg+ ee. AMy-1 Wy-1 + F. 
Si C équivaut 4 un nombre impair de lacets, on aura 
2704+... 2My-1 Wy -1 + 2A — I, 


car, quand on reviendra en xy aprés avoir décrit C, on aura pour 
le radical la détermination — yo et, par suite, le chemin ec, qu’il 
reste a décrire, donnera — l. 

On peut dire que l’intégrale (1) a, au point x, deux deéter- 
minations de types distincts 


laret 2A,—1[; 


les autres déterminations s obtiennent en ajoutant a celles-ci 
des sommes de multiples des périodes 20. 

La notion de la périodicité des intégrales, rapidement indiquée 
par Cauchy, a été particuliérement approfondie par Puiseux dans 
son Mémoire sur les fonctions algébriques (Journal de Mathéma- 
tiques, 1850). 


II. — Des intégrales de premiére espéce; réduction du nombre 
des périodes. Intégrale elliptique. 


5. Parmi les intégrales de la forme 


ot f(x) est un polynéme, on désigne sous le nom d’intégrales de 
premiére espéce celles qui restent finies quand 2 augmente indé- 
finiment. Ces intégrales restent donc finies pour toute valeur finie 
ou infinie de la variable (voir t. I, p. 45). 

Quand le degré » de R(x) est impair, soit p = 2 p +1, Vin- 
tégrale sera de premiére espéce si le degré de f(a) est au plus 
égala p —1. Ilya p intégrales de premiére espéce linéairement 
indépendantes. 


Quand up est pair et égal a 2p, le degré de f(a) ne doit pas 


\ 
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dépasser p — 2 et il y a alors p —1 intégrales de premiére espéce 
linéairement indépendantes. 

Evaluons le nombre des périodes de l’intégrale. Pour u=2 p-+1, 
il y aura 2 p périodes et on ne peut pas, du moins en général, faire 
subir de réduction 4 ce nombre. 

Pour %= 2p, nous trouyons, en appliquant la théorie du pa- 
ragraphe précédent, un nombre de périodes égal 4 2p —1, mais 
une réduction immédiate se présente, qui va diminuer ce nombre 
d’une unité. Envisageons, en effet, l’ensemble des lacets autour du 
point 29: l’intégrale prise le long de ces lacets sera nulle. En effet, le 
point a linfini est un point ordinaire pour lintégrale : lintégrale 
prise le long des lacets a done méme valeur que si elle est prise le 
long d’un cercle de trés grand rayon et est, par conséquent, nulle. 
On a done, les lacets se suivant dans l’ordre 1, 2, ..., p, 


A,— Ag+ A3—. Or Rae Ay= Oo, 
qui peut s’écrire sous la forme 
1 — Wa... Wy-1 = 0. 


On voit done que l’une des périodes w,_,, par exemple, est une 
combinaison linéaire a coefficients entiers de ,, W2, ..-, Wy_2- 


6. Faisons maintenant une remarque importante sur la ré- 
duction du nombre des périodes. Les périodes seront dites dis- 
tinctes s iln’existe entre elles aucune relation homogéne et linéaire 
4 coefficients entiers ; il peut arriver qu’entre les périodes trouvées 
w existe une ou plusieurs relations de cette nature. 


Soient 
Wi, Wa, wees Wn 


les périodes que nous venons de trouver; on suppose que l’on ait 
les relations, en nombre i, 


M2, WO, + Mg Wo+... + MyzWy,= 0, 


WMO T2W2-.-- + JrWn = O, 


ed "> 


74 Wy + MeWe +... + TaWn = 0, 


les m, q, r étant entiers. De plus ces relations peuvent étre sup- 
posées algébriquement distinctes, c’est-a-dire que l’on peut en turer’ 


214 CHAPITRE VIII. 


les valeurs de i des quantités w en fonction des autres. Ceci re- 
vient a partir de l’hypothése que 


‘ \ 
| Om+1 = pt LOU Spica Sat in Om | 


(5) 


wee ewww ee ei ye Cpe ed et eee eens 


(m=n—)), 


Wp = pi" 04... Om 
les w étant rationnels. 
Toute période est de la forme 

Q= M,w,;+ Mowo+...+ Mpwn, 


les M étant entiers, et, en remplagant W»4,, .-., W, par leurs va- 
leurs (5), on aura une expression homogéne et linéaire en w,, 
Wo, +++, Om acoefficients rationnels. Aucun de ces coefficients ne 
peut s’approcher, quelque choix qu’on fasse des entiers M, autant 
que lon yeut de zéro sans deyenir rigoureusement nul, puisque 
les ». sont rationnels. Ces coefficients ont donc, en dehors de zéro, 
un minimum pour leurs valeurs absolues. 

La période  étant écrite sous la forme 


PiM1 + P2H2+.---+ PmOm, 


et 4 désignant un des nombres 1, 2, ..., m, considérons toutes 
les périodes Q pour lesquelles 
o<Py=!,; 
0S pgst si Gary 


o= Pg si BX. 


Il y a manifestement de telles périodes, puisqu’il suffit de 
prendre Q =). Parmi toutes ces périodes qui, d’aprés la re- 
marque faite, sont en nombre limité, il y en a une pour laquelle 
le coefficient pala valeur minima. Désignons par peat pe les 
valeurs des coefficients p correspondants. 

En faisant successivement 41, 2, ..-, 7 nous aurons les pé- 
riodes 

Q,= pi, 
Q, = p7 ws. + pz, 


) — Ud n 2 
Qn = pi’ oi+ py’ Wot. . + pin Om; 


et ces relations permettent d’exprimer les w en fonction des . 
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Toute période peut s’exprimer en fonction linéaire de Q,, 
Q,,...,Q, : nous allons montrer que les coefficients sont entiers. 
Soit 
Q= Py... +Pprwm 


une période, les P étant rationnels. 


On peut écrire P,, sous la forme 


/ 


ee m 
Pm = YnPm + Pin, 


m 
m* 


Ym Elant un entzer et P), étant posiuf et inférieur a p 
On pourra ensuite déterminer un entier ¥»_, tel que 
Pm—1 = Pm =1P mit Vm Phi Pin-1) 


m 


P),_, étant posituf et inférieur ap” 


{ 
m-\ i 
On continuera ainsi, et la derniére égalité sera 
Py =v pit vep?t...fY¥mp}+ Pj, 


avec oP’ < pt, les yv étant tous des entiers positifs ou négatifs. 
La période Q sera alors de la forme 


4, Qy +... Yn Qmt Pw + Ph wet... + Pi,wm- 
Or les m premiers termes étant des périodes, il en résulte que 
(6) Pi wy + Ph wet... + Prom 
est une période. Mais nous avons 
CS£P,= pi, OSPa< ph, ««.,. OSP,<ph- 


Dans ces conditions, l’expression (6) ne peut étre une période 
que si les P’ sont tous nuls : cela résulte de la définition méme des 
quantités p}, pj, «++, py, En effet, si P/, n’était pas nul, pour 
que l’expression (6) fit une période, il devrait étre au moins égal 
ap”; or il est inférieur ap? : donc P),, = o et de proche en proche 
on démontre pareillement que tous les P’ sont nuls. On a donc 
finalement 


(7) QO = v4 Qs + Vg Qa+... + Vm Qym, 


les y étant des entiers. Remarquons encore qu’entre Q,, Qs, ..., Im 
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n’existera pas de relations homogénes et linéaires 4 coefficients 
enliers, car on aurait dans ce cas une telle relation entre ,, 
Wo, «++, @m et nous n’aurions pas fait usage de toutes les relations 
entre les w. 

Nous arrivons donc en résumé au théoréme suivant (') : 


On peut déterminer m périodes distinctes 2,, Qs, ..-, Qn, 
dont toutes les autres sont des sommes de multiples, de telle 
sorte que toute période Q est de la forme (7). 


7. Revenons a l’intégrale de premiére espéce 


* f(a) daz 
“= net 
VR(z) 


“xo 


R(a) étant, pour fixer les idées, de degré » = ap +1 et f(x) étant 
alors de degré p—1. Nous avons trouvé 2p périodes pour cet in- 
tégrale. Nous démontrerons plus tard que, si le polynéme f(z) de 
degré p — 1 est pris arbitrairement, les 2p périodes sont distinctes. 
Dans certains cas particuliers, les périodes distinctes peuvent étre 
en nombre moindre, mais nous allons établir qu’zd dott y avoir 
au moins deux périodes distinctes. 

Supposons, en effet, que Vintégrale uw n’ait qu'une période w. 


Pour chaque point x, cette intégrale aura les deux systémes de va- 


leurs (§ 4) 
u-+hw, 2A,—u+ po, 


i et yu. étant deux entiers. 


Si done on considére la fonction de x 


QT (2A ,—w2Ti 
aN cE we 


cette fonction sera uniforme : l’addition 4 u de multiples de w et 
la substitution a uw de 2A, — wu ne changent pas, en effet, la valeur 


(') Le mode de démonstration que nous venons de suivre a été employé 
par M. Weierstrass pour établir un théoréme plus général; voir Monatsberichte, 
1876 (Neuer Beweis eines Haupsatzes der Theorie der periodischen Functio- 
nen von mehreren Verdndlichen). On pourra aussi consulter, sur des questions 
analogues, un article de M. Kronecker dans les Sitszungsberichte der Berliner 
Akademie (1884). 
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de cette expression. D’autre part, wu reste finie pour toute valeur 
finie ou infinie de x; la fonction précédente est done partout ho- 
lomorphe méme a l’infini, elle se réduit donc a une constante d’a- 
prés le théoréme de Liouville. Mais ce résultat est manifestement 
absurde; l’expression précédente est une fonction rationnelle de 


Irie 


@®, 


qui ne peut étre constante que si uw est lui-méme constant. // est 
donc impossible d’admettre que u nait quwune période. 


8. Il est facile dindiquer un exemple trés simple d’intégrale de 
premicre espéce ot une réduction se produit dans le nombre des 
périodes. Prenons pour R(x) le polynéme du sixiéme degré pair 


R(x) = (a? — a?)(a— a3) (a? — a). 


Les deux intégrales de premiére espéce 


Se ret: (P= 
VR(z) VR(@) 


se ramenant, en prenant x? pour variable, 4 des intégrales ellip- 
liques, n’ont que deux périodes. 

D’une maniére générale, on peut ramener une intégrale out fi- 
gure rationnellement la racine carrée d’un polynéme du sixiéme 
degré 4 une intégrale de méme nature ot le polynéme est du cin- 
quiéme degré; soit par exemple le radical 


V( 2 — a)(2— ay)}(2 — a3). ..(2 — ae). 
En posant 
: beet! - I Yr Gas 
eT [p= a |, 


on a le radical portant sur un polyndme du cinquiéme degré 


Vir—t)(t— at)(— bt)(1—c?), 
en écriyant 
__ (a@,— as) (a1 — as) 
© (a1 45)(42— a3)’ 
_ (a2— a5)(a1— 43) 
 (a4— A) (G2— a3) 
= (ad2— a, )(41— 43) , 
~ (@— a,)(4,— a3)’ 
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or, si le polynédme du sixiéme degré ne renferme que des puis- 
sances paires de la variable, on aura 


ag=— 4, a=— a3, ag5=—— 43, 


et lon voit que dans ce cas 
c=ab. 


On est done conduit a ce résultat indiqué autrefois par Jacobi 
(Journal de Crelle, t. VIL) que deux intégrales de premiére 
espéce, relatives au radical portant sur un polynéme du cin- 
quieme degré 


Va(i— r)(1— ax)(t— bx)(1— abz), 


aetb étant deux constantes arbitratres, ont seulement deux 
périodes ('). 

Indiquons un second exemple de réduction donné par M. Her- 
mite (Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1876). 
Si l’on pose 

R(s)=(s?— a)(8s3 — bas — b), 
a et b& étant deux constantes quelconques, on aura, comme le 
montre un calcul facile, 


dz efi ar 
VR(z) 3 J ¥(2ax—6)(x?—a) 


4z®— 3az_ 
a 


en posant 
c= 
On aura aussi 


dz 


Lie ae dy 
VR) vil Goes 


(*) On trouvera quelques théorémes généraux relatifs ala réduction du nombre 
des périodes dans les Mémoires suivants : 


E. Picarp, Sur la réduction du nombre des périodes des intégrales abe- 
liennes ( Bulletin de la Société mathématique, t. X1; 1883). 

H. Porncart, Sur-la réduction des intégrales abéliennes (Bulletin de la So- 
ciété mathématique, t. X11; 1884). 

S. Kowa.esk1, Ueber die Reduction einer bestimmten Klasse abelscher Inte- 
grale auf elliptische Integrale (Acta mathematica, t. 1V; 1884). 

Goursat, Sur la reduction des intégrales hyperelliptiques (Bulletin de la 
Société mathématique, t. XIII, 1885). 
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en posant 
95% bh 


~ ia 3(s?— a) 


IL en résulte que les deux intégrales 


was { sds 

— : e —— 

VR(s) VR(s) 
n’ont que deux périodes. 


9. L’application 4 Pintégrale elliptique du théoréme démontré 
au n° 7 est particuliérement intéressante. Soit Pintégrale elliptique 
de premiére espece 


(8) tb dx 
J Viv—a)(x—b)(a@—c)(x—ad) 


a, b, ec, d étant quatre quantités distinctes. Nous yvenons de voir 
que les deux périodes de cette intégrale étaient distinctes. On 
peutaller plus loin et montrer que leur rapport est nécessairement 
imaginaire. Si ce rapport était réel, il serait incommensurable, Or 
dla place de a mettons Vindéterminée z; le rapport des périodes 


de Pintégrale 


- da 
| V(@—s)(a@—b)(a@—c)(@a@—d) 


sera une fonction holomorphe 9(z) de s dans le yoisinage de s == a: 
les deux périodes 2(B—D), 2(C— D) seront, en effet, fonctions 
holomorphes de s puisque les intégrales B, C, D, correspondant 
aux lacets qui aboulissent aux racines b, c, d, sont elles-mémes 
holomorphes, leurs éléments jouissant manifestement de cette 
propriété. Nous supposons que pour 3 == a, o(s) se réduise a un 
nombre réel »; or Péquation 


si on prend p! suffisamment yoisin de » a au moins une racine 
voisine de a ('). Mais nous pouvons prendre pour py une quantité 


(*) Nous nous appuyons ici sur le théoréme fondamental relatif a la conti- 
nuité des racines d'une équation, théoréme qui sera démontré au Chapitre sui- 
vant, 
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réelle commensurable aussi rapprochée qu’on youdra de wet nous 
aurons alors une valeur de z correspondante trés voisine de a et, 
par conséquent, distincte de b, c, d; nous~serions done ramené 
au cas dont nous avons démontré Vimpossibilité. Nous avons 
ainsi démontré le théoréme suivant qui est fort important (') : 


Le rapport des deux périodes de Vintégrale elliptique (8) 
est imaginaire, les quatre racines a, b, c; d étant distinctes. 


10. Arrétons-nous un moment sur la forme canonique, dont 
ont fait usage Abel et Jacobi, pour l’intégrale elliptique de pre- 


miére espéce, 
we dx 
eS ee ee Se 
9 ViE= 2) 2?) 


et considérons le cas, particuliérement intéressant pour les appli- 


cations, ou / est une constante positive inférieure 4 lunité. 
° ee I 
Nous avons dans ce cas les quatre points critiques 1, Ze 


I . = . 
m7? Le premier lacet sera relatif au point 1 et sera obtenu en 


joignant l’origine 4 ce point par une droite; le second lacet sera 
obtenu en joignant Vorigine au point i par un segment de droite, 
en éyitant seulement le point 1 par un demi-cercle infiniment petit 
situé au-dessus de l’axe des quantités réelles. 

Les troisiéme et quatriéme lacets seront respectivement les 
symétriques des deux premiers par rapport a l’origine. On va 
supposer qu’on parte de Vorigine avec la valeur + 1 pour le ra- 
dical ; nous poserons 


: a dx 
K =f . 
0 Vi— a)(1— kx?) 


° , . eat ° 
Calculons la valeur de Vintégrale prise de o aa le point 1 


élant évité comme il a été dit. Nous aurons d’abord K en allant 
de o 41; il faut yoir ce que deviendra le radical quand x va dé- 


(*) La démonstration précédente est celle que je donne dans mon Cours depuis 
plusieurs années. On en trouvera une toute différente dans le Cours lithographié 
de M. Hermite (3° édit., p. 237). 
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crire le segment de droite (1, i) Si nous posons 
I— v= veh," 


x allant de o 4 1, nous pourrons prendre § = 0 et faire varier 9 


de 1 4 0; p restant fixe et trés petit, le point # décrira Je demi- 
cercle indiqué autour du point 1, si l’on fait varier § de oa 


T; 
par suite, /1— x doit étre remplacé, quand x sera plus grand 
que un, par 


an gy pathy ‘ 
Vz—te 2 ou —lY¥xr—I1: 


done, de1a i 
cs 


> nous aurons Vintégrale 


1 
i ie dx 
J, V (a? —1)(1— ka?) 


que nous désignerons par 7K’, la constante K’ étant comme K 


. coe ae! ° r 
essentiellement positive. Deo a 7? hous avons donc l’intégrale 
i 


K+ cK’. 


Les deux autres lacets donnent évidemment des quantités égales et 
de signe contraire. Par suite, en se reportant aux généralités re- 
latives aux périodes des intégrales hyperelliptiques, nous aurons 
les deux périodes 


4K, et aK’. 


11. Il est important de calculer la valeur de lintégrale 


dx 


J Va—2)0— Ra) 


Cette intégrale n’a de sens bien déterminé que si l’on fixe le 
chemin suiyi; nous supposerons qu’on suive l’axe réel positif, en 


es ‘ 1 F , 
évitant seulement les points 1 et z3 Vaide de deux demi-cercles 


infiniment petits décrits au-dessus de l’axe réel. Nous avons 


d’abord 


(9) K + ¢K’ 
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. . [ eee AM . 

pour le trajet de o a 7° Quand wx est supérieur a Z? OM voit, en 

t 
raisonnant comme plus haut, que élément devient 

—dzx 
ae LE | 
V (2? —1)(A2x”2 —1) 


et nous aurons l'intégrale cherchée en ajoutant a l’expression (9) 


Vintégrale 


Or cette intégrale se caleule de suite, en faisant le changement 
de variable 
kn=, 
af 
et Pon voit immédiatement que la derniére intégrale est égale a 
—K. Nous avons done 


S dx 


te ay eae 


lintégrale étant prise dans les conditions indiquées. 


§ III. Exemple de fonction non uniforme représentée par des inté- 
grales. Série hypergéométrique, Rapport des périodes de Vinté- 
grale elliptique comme fonction du module. 


12. Nous allons nous arréter sur un exemple trés intéressant de 
fonction non uniforme représentée par une intégrale définie. En 


posant 
o(u) = u*(u—r1)/(u — x), 


nous considérons les intégrales définies 


0 

U= { o(u) du, 
ito 
“i 

U, a o(u)du, 
tty 


Ls. =| o(u) du, 


40 
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uy désigne une constante distincte de o et 1. Pour une valeur dé- 
terminée de x, ces intégrales ont un sens parfaitement déterminé, 


Fig. 25. 


si l’on a fixé le chemin allant de wy aux points 0, 1 et #, et si, bien 
entendu, ona 


ZT; 6>—1, ON le 


Marquons sur le plan des w le point wo et les points o, 1, x 
(fig. 25) et tracons les lignes 


Uj0, UWy®, Ugl, Ugo, 


ces lignes se suivant autour de wy dans l’ordre qui vient d’étre 
indiqué. Introduisons encore l’intégrale 


Ur= f o(u) du (A >—1). 


Les U peuvent étre considérés comme des fonctions de x : les 
différences 

w, = Uz — Up, 

w. = Ur — U1 


sont done des fonctions de w. Ce sont ces fonctions de x que 
nous youlons étudier; elles ont été envisagées par Gauss’ dans 
un Mémoire célébre (‘), et nous aurons a revenir sur ]’équa- 
tion différentielle linéaire du second ordre a laquelle elles satis- 
font. Nous youlons les regarder en ce moment comme des fonc- 


(*) Gauss, OLuvres completes, t. Itt- 
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tions non uniformes de x, et chercher quelle est la nature de 
leurs déterminations multiples ('). 


13. Tout d’abord, considérons dans le plan les lignes uy 0, wo 1, 
uyn comme des coupures, c’est-a-dire que nous astreignons, 
pour le moment, z a ne pas franchir ces lignes : les U sont alors 
des fonctions bien déterminées de x. On suppose que l’on ait 
choisi, une fois pour toutes, une détermination pour 


UG (Uy — 1)?( bare a), 


et Pon n’a pas a changer cette détermination une fois choisie, 
puisque x ne tourne pas autour de wy s‘il ne franchit pas les cou- 
pures. Ajoutons encore que, quelle que soit la position du point z, 
la ligne w)x part toujours de wy en étant comprise dans langle 
1%) 0; c’est moyennant ces conditions que nous pouyons dire 
que les U sont des fonctions uniformes de @. 

On trouve de suite une relation entre les U : en effet, en in- 
tégrant le lung du contour formé par les coupures considérées 
comme lignes doubles, on obtient la relation 


(1— e24in) Uy + [e24¢x — erlia+hin] Ue 


(10) + [era+Nin— era+b+Nin] Uy + [eria+b+Nin— JU, =o. 


Les facteurs exponentiels proviennent des rotations sur des cer- 
cles infiniment petits décrits autour des points critiques. Pour le 
point a linfini, comme nous l’avons déja expliqué, un tel cercle 
est remplacé par un cercle de rayon infiniment grand. 

Ceci posé, nous youlons chercher quelles relations il y a entre 
les valeurs des fonctions w, et w, quand le point x est d’abord 
sur‘le bord gauche de la coupure uyo et ensuite sur le bord droit 
de cetle méme coupure. Désignons par 


! / , 
0? Po) 1) Ups 


(') Cette recherche a été faite d’abord par M. Schlaffli (Mathemat. Annalen, 
t. IIL), et, dans sa remarquable Thése (Annales de l’Ecole Normale, 1881), 
M. Goursat a fait l'étude approfondie des relations qui existent entre ces diffé- 
rentes intégrales. La méthode suivie dans le texte est celle que j’ai indiquée 
dans le Bulletin des Sciences mathématiques (1885). 
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les valeurs de U quand & est en 2’ sur le bord droit de la cou- 
pure. On doit considérer que x et 2! sont deux points géométri- 


Fig. 26. 


quement confondus ; l'un est sur le bord gauche, l'autre sur le 
droit (fig, 26). On aura évidemment 


U,=U;i, UL=U.; 


le passage de w A 2’ n’a aucune influence sur la valeur de ces inté- 
D 

erales. Il en est autrement pour Uy, et U’, et le point essentiel est 

Ss | 0 0 | 

de trouver U, en fonction des U; or on y parvient de suite par 

le raisonnement suivant. Ona 


Uo = Ux + (Uy — Ux). 
Quand zw passe en 2’, tous les éléments de Vintégrale Uy — Uz, 
sont multipliés par e~*"™, puisque (w— 2) se trouve multiplié 
yar e~2/™, le point wv étant a Vintérieur du contour que décrit x 
| Rad 
dans un sens supposé négatif. On a done 
Up = Ux + e-*/™( Uy — Ux). 


Ce point bien compris, il n’y a plus aucune difficulté. L’équation 
| pris, y | 

(10) et Péquation analogue relative aux U’ nous donnent par sous- 
traction 


(r— e8aim)( Ul, — Uy) + [etait — erlarnin](U, —Uz) =o. 
Les équations écrites nous permettent d’ayoir les U’ en fone- 
tion des U et, par conséquent, en posant 
w; = UL, — Uy el w, = Ul, — Uj, 
les valeurs des w’ en fonction des w. On trouve ainsi 


w} —_— em Ma+Wit ay, , 
‘ WwW) = We “+ [enta+Nin come eT Jw, 
P.— Il. 15 
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Nous pouvons maintenant énoncer sous une forme un peu dif- 
férente le résultat que nous venons d’obtenir. Concevons que 
l’on supprime la coupure wy 0, et que a, partant d’un point dail- 
leurs arbitraire, revienne en ce point aprés avoir tourné une fois 
autour de o dans le sens négatif; w, et w. ne reviennent pas au 
point de départ avec les mémes valeurs, mais avec des valeurs w, 
et w, liées A wy et w. par les formules (S,). On peut dire qu’a une 
circulation autour du point zéro correspond la substitution 
(S, ). 

La méme méthode nous donne, sans presque y rien changer, 
la substitution qui correspond a une circulation autour du point 
un. Pour la trouver, nous supposerons cette fois le point « 


@abord sur le bord droit de la coupure uy 1 et ensuite sur le bord 
gauche de cette méme coupure ( fig. 27). Désignons par 


o, Uz, Uj, Uz 
es valeurs des U quand z est en x” sur le bord gauch a cou- 
| | les U quand t : le bord he de la cc 
pure. Nous aurons 
¢=Us, US=U,, Ul =Uz+e%™(U,—Uz), 

et on a, en opérant comme plus haut, 

[ e2aén— erla+Nin] (Ul, — Uz) + [e%(a+Nin— erlat+b+Wir] (Ut —U,) =0, 
équation d’ot nous tirons 


wt = wy + [e2+Nin— ert] wo, 


" 
WO, = erlb+Nitt Wo, 


(Ss) 


en posant 
WT ae ” ” WY tls ” " 
w, = Uz—Us, w, = U;,— Uj. 
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La substitution S: correspond a une circulation autour du 
potnt i. 


14, Nous venons de voir comment se modifient », et 2 quand 
la variable x tourne autour du point séro et autour du point un. 
Pour la substitution S, la circulation correspond a une circulation 
dans le sens négatif, et S. est relatif au sens positif. Les substi- 
tutions inverses de S, et S, donneront manifestement les nou- 
velles valeurs de la fonction pour des circulations respectivement 
de sens contraires. 

Les substitutions (S,) et (S.) permettent de trouver toutes les 
valeurs possibles de la fonction. En effet, les fonctions w, et w». 
n’ont d’autres points singuliers que les points zéo et un. Pour le 
voir bien nettement, remarquons que Uy, U,, U, ont pour points 
singuliers 4 distance finie 


r=od, r=, r= lg, 


car, si l’on considére tout autre point x, et si lon suppose, comme 
il est permis, que les coupures ne passent pas par ce point, les 
intégrales Uo, U,, U. seront des fonctions holomorphes de « dans 
le yoisinage de x) comme la fonction sous le signe somme 


ut(u—1)°(u— x); 


U, s’exprimant linéairement en fonction de Uy, U,, U,, aura les 
mémes points singuliers 2 = 0, x =1, x = ug. Revenons mainte- 
nant aux différences w, et ws, elles n’admettront pas uw)» comme 
point singulier ; elles ne dépendent pas, en effet, de wy, puisqu’on 
peut écrire 


o,= ip o(u) du, 


vo 
x 
m= f o(u) du, 
i 


ces intégrales étant prises, suivant la détermination que l'on consi- 
dére, le long d’un chemin ou d’un autre allant respectivement de 
oazetde 1A a: elles se trouvent, par suite, définies indépen- 
damment de wy. I n’y a donc pas de troisiéme point singulier a 
distance finie. 
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Les fonctions w, et w. de la variable x sont des fonctions 
holomorphes de x dans le voisinage de tout point, sauf pour 
C=0, 7 —1 el r— a, 


Il en résulte que w, et w, désignant un systéme de détermina- 
tions de ces fonctions en un point arbitraire 2, on obtiendra tous 
les autres en effectuant sur w, et ws les substitutions 


S¢sis* site 


les # et @ étant des entiers positifs ou négatifs (vorr t. I, p. 439, 
pour les définitions relatives aux substitutions). 


15. Parmi les différences d’intégrales du type de celles que 
nous venons de considérer, il en est une conduisant 4 un déve- 
loppement en série trés remarquable; c’est la différence U,— U, 
ou 


f= fo w(u—1)(u— 2) du. 


ae | 
Supposons que l’on intégre de 1 a %, en suivant la partie posi- 


tive de axe réel et que | z7|<c1. 
Posons, pour avoir les notations de Gauss, 


a=a—y, b=y—'—1, A=—a. 


Les inégalités, supposées remplies pour que l’intégrale ait un 
8 ’ ie } q 5 

sens, sont y>>B, B>o., 
Nous allons développer lintégrale f en série; on peut écrire 


f= f w-r(u = rt (1 2) du: 
1 


or, puisque | w|>1 et |z|<1,o0na 


B\-% x a(a+I)...(@-4 —I1) xP 
oe BN i Si el Bea 
u u Oey uP 


J se trouve done développé en série entiére, et le terme géné- 
ral est 
4 eve = 
(a+1)...(%+p 1) 3 
1,2...p 


y u-Y-P (wu —1)Y-B-1 du. 


“1 


se » 
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S) 
<) 
co 


Partons de Videntité 


l 
+ [u-Y—P+1 (uw — 1)Y-B] 
= (y+ p—t)u-y-P(u —1)¥-8-1 + (— p — B + 1) uP +4 (uu — 1-8-1," 


ce qui donne, en intégrant, 


iL u-Y—-P(u —1)Y-B-1du = asad (da ip u-Y—P+1(u —1)¥-6-1 du. 
1 ff +p agral 1 


et enfin 


[ u-Y-P(u — 1)¥-B—! du 


: +-4)...(8 +-p— fe 
1 


On en conclut que /, abstraction faite du facteur constant 
2 
; it u-Y¥(u —1)Y-B-!du, 
Leet | 
se réduit a la série 


ee ee a(a—+1)...(a+ p—1) B(B + 1). (B+ p—?) 
1.Y lire Wes 23 Vy a) Cy = p—T1) 


PH 


Cette série remarquable est connue sous le nom de série hyper- 
géométrique. Si on la considére, a priori, on peut donner aux 
constantes «, 8, y des valeurs quelconques, exception faite seule- 
ment d’un entier négauf pour y. Le cercle de convergence de la 
série est le cercle de rayon un. 


16. Examinons en particulier le cas ott 


a Ey ie ee ae 
2 


La signification de w, et wy est alors remarquable; ce sont deux 
demi-périodes distinctes de l’intégrale ellipuque 


du . 
Vu(u—1)(u—2) 


Nous considérons ici ces périodes comme fonctions de zx. Les 
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substitutions 5, et S. du § 13 sont alors 


, 
e ( ©, = 1, 
(S,) 
Wo = 2W)-+ We; 
: { wi = W1+ 2Wae, 
(S2) ” 
( oO, = Wo. 


On aura donc toutes les déterminations possibles de w, et @. en 
combinant les substitutions S, et Sy et leurs puissances. Ces dé- 
terminations seront de la forme 


MW, -- NW, 


Pwr JW, 


m,n, p,q désignant des entiers, et l’on aura, comme pour les 
substitutions composantes, 


mg —np =. 


Or nous avons vu (§ 9) que le rapport 


x élant différent de séro et un, ne peut devenir égal 4 un nombre 
réel ou, en d’autres termes, que le coefficient de ¢(¢=V—1) 
dans ce rapport garde un signe invariable, puisqu’il ne peut pas 
s’'annuler. Ce résultat est relatif aux déterminations de w, et ws 
entendues telles que nous les avons considérées d’abord au § 13, 
c’est-a-dire en supposant que z ne franchisse pas les coupures pri- 
mitivement tracées dans le plan; mais il subsiste quand on a levé 
toute restriction, car alors le rapport précédent a pour valeur — 


MW, Ns 


dies -—— mg —np =I 
Purr Je ( q f ); 


et, dans ce rapport, le signe du coefficient de ¢ est le méme que 
10) 
dans —. 
WW 
En résumé, le rapport 
Wy 


v(@) = - 


We 


est une fonction analytique de x nayant d’autre point sin- 
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gulier que x=0, e=1 et =o. Quel que soit le chemin 
suit par la variable, le coefficient det garde un signe inva- 
riable. 


Ajoutons encore que y sera une fonction holomorphe de x pour 
toute valeur distincte des points critiques, car, si y deyenait in- 
fini, c’est qu’on aurait 


Pir 7 ™2= 0, 


el nous savons qu’une telle relation est impossible; pour la 
méme raison, y ne peut s’annuler. 


17. On peut se servir de la fonction v(x) pour établir le pre- 
mier théoréme que j’ai donné autrefois sur les fonctions entiéres 
(Annales del’ Ecole Normale, 1880). 

Désignons d’une maniére générale par G(s) une fonction en- 
tiére, c’est-a-dire une fonction holomorphe dans tout le plan. Il 
peut arriver qu’une telle fonction ne puisse, pour aucune valeur 
finie de z, prendre une certaine valeur finie a. L’expression 
ef) +a, ot f(z) est une fonction entiére, ne deyient .jamais 
égale a a. La circonstance qui se présente a légard de a peut- 
elle se présenter pour une autre grandeur ? Peut-il, en d’autres 


termes, arriver que les équations 
(ecm Giz)=6 (tA0); 


n’aient pas de racines? Nous allons montrer qu’une fonction en- 
tiere G(s) qui ne deviendrait jamais égale niaa, niab, serait 
nécessairement une constante. 

On peut tout d’abord supposer que a = 0 et b = 1; considérons, 


G(s)—a@ 


en effet, la fonction ~~~ — elle ne deviendra, d’aprés nos hypo- 


théses, jamais égale ni a zéro ni a Vunité. Nous allons done rai- 
sonner sur une fonction G(z) ne devenant égale ni a séro ni aun. 

Posons «= G(s); la fonction y(a) du paragraphe précédent de- 
viendra une fonction de z que nous allons étudier. A une valeur 
xy de x correspondent une infinité de déterminations de y; choi- 
sissons l’une d’elles vy. Soit, pour z= 29, #) = G(z») : la détermi- 


nation de la fonction 
»[G(s)] 
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est alors définie pour s = Zp». Supposons que s décrive un chemin 
quelconque C partant de z» et y revenant, « décrit alors dans son 
plan une courbe fermée partant de zy et revenant a ce point. Pour 
le cas ot cette courbe se couperail elle-méme, désignons par C’ 
le contour extérieur de l’aire qu’elle limite. La courbe C’ ne com- 
prend a son intérieur ni le point séro ni le point un. Déformons 
en effet la courbe C sans cesser de la faire passer en 29; nous pou- 
vons la réduire 4 ce point. Il est clair que, par ces déformations 
continues de C, nous réduirons C/ au point 2» sans qu’elle tra- 
verse jamais aucun des points 0 et 1, puisque, par hypothése, 
G(z) ne prend jamais ces valeurs. Il résulte de 1a que la fonction 
v[ G(z)] reprendra en Zo sa valeur initiale yy quand z reviendra en 
Zy aprés avoir décrit la courbe C. De 1a se conclut bien aisément 
que cette fonction est une fonction uniforme de z dans tout le 
plan. Considérons, en effet, deux chemins 2) az,, 2) 63, allant de 
zy Aun point quelconque 3, du plan. Soit y, la valeur qu’acquiert y 
quand on suit le chemin s)@z,; en continuant suivant 2, 69, on 
raméne la valeur initiale yp. Si maintenant on rétrograde suivant 
3) bz,, la fonction repassera par la méme valeur en chaque point 
et, par conséquent, elle acquerra en z, la valeur y, obtenue pré- 
cédemment. Nous arrivons donc a la conclusion que la fonction 


J(4)=v[G(s)] 


est une fonction uniforme dans tout le plan; comme elle reste 
@ailleurs toujours finie, c’est une fonction entiére. 

C’est ici qu’une impossibilité va apparaitre. On se rappelle que 
dans » le coefficient de ¢a un signe invariable; nous pouvons le 
supposer positif, puisque autrement on raisonnerait sur — y. Nous 
avons donc une fonction entiére f(z) dans laquelle le coefficient 
de ¢ est positif. Je dis que f(z) ne peut étre qu’une constante. 
Envisageons, en effet, la fonction 


et f(z) : 


c’est une fonction entiére dont le module est e~*, si l’on pose 
f(z) =X +1Y; mais, puisque Y >o0, le module de e‘f() sera 
toujours moindre. que un. Il en résulte, d’aprés le théoréme de 
Liouville, que ef‘) et, par suite, f(s) doivent se réduire a des 
constantes. Notre fonction v[G(z)] se réduisant 4 une constante, 
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G(s) devra elle-méme étre constante, puisque v(x) est une véri- 
table fonction de x. Le théoréme est done démontré. 


18. Au lieu d’une fonction entiére, considérons maintenant une 
fonction uniforme f(z) n’ayant dans toute |’étendue du plan que 
des poles. Je dis qu’tl ne peut y avoir plus de deux valeurs fi- 
nies a et b que ne puisse prendre une telle fonction pour une 
valeur finie de la variable. 

Nous avons vu, comme conséquence de la théorie des facteurs 
primaires, que l’on peut mettre f(s) sous la forme 


-\_. G1(4) 
ces G3(s)’ 


G, et G, étant deux fonctions entiéres n’ayant pas de racine com- 
mune. Cherchons d’abord l’expression d’une fonction f(s) ne de- 
venant égale ni a ania b. Dans ce cas, 


G,(s)— aGa(z) 
ne pourra s'annuler pour aucune valeur de <. On aura, par suite, 
G,(s)— @Go(z) = eP(), 
P(z) étant une fonction entiére. De méme, on aura 
Gi (s)— 6G, (s)= ed), 


((s) étant une fonction entiére. De ces relations se tirent G, et 


G, et lon peut écrire 


: aes) — beP(=) 
IH] ae 


Nous allons voir maintenant que cette fonction peut prendre 
une valeur finie quelconque c différente de a et b. L’équation 


f(4)=e 
peut, en effet, s’écrire 
eQs)—P(s) — Ae Zs 
C=C 


La constante du second membre n’est ni nulle ni infinie. Or |é- 


quation 
b—e 
a-—c 


Q(s)— P(s) = log 
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a certainement une infinité de racines, car il ne peut y avoir, d’a- 
pres le paragraphe précédent, plus d’une valeur finie que ne puisse 
prendre la fonction entiére Q(z) — P(z); or le logarithme a une 
infinité de déterminations, de sorte que si pour une de ces déter- 
minations l’équation n’avait pas de racines, elle en aurait certai- 
nement pour les autres. Ce raisonnement suppose que Q(z) — P(z) 
ne se réduise pas 4 une constante, mais on yoit immédiatement 
dans ce cas que f(z) serait elle-méme une constante. 
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CHAPITRE IX. 


DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 
INDEPENDANTES. 


I. — Généralités sur les fonctions de plusieurs variables 
complexes. 


1. Nous avons, jusqu’ici, considéré seulement des fonctions ana- 
lytiques d’une variable complexe ; on peut de méme envisager des 
fonctions de plusieurs variables complexes. Il s’en faut de beaucoup 
que la théorie des fonctions de plusieurs variables soit aussi 
avancée que celle d’une variable. Dans les généralités qui vont 
suivre, la plupart des résultats seront applicables 4 un nombre 
quelconque de variables du moins avec des modifications insigni- 
fiantes : nous simplifierons l’écriture et Vexposition en nous bor- 
nant a deux. 


2. Soit f/(w, ¢) une fonction analytique des deux variables com- 
plexes uw et ¢. Posons 


u=xr+iy, g=s+it, 
on a, par définition, 
Vii, e\= Pia, 2, ¢)-- tO (2,775, %); 


Pet Q étant des fonctions réelles des quatre variables réelles x, y, 
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s, ¢. On aura manifestement entre 


i) 
(EB) Ag 
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P et Q les quatre relations 


0Q 
Ot’ 
0Q 


0s 


Cherchons a quelles équations satisfera la fonction P. En grou- 
pant de toutes les maniéres possibles ces équations deux a deux, 
on obtient par deux différentiations convenables une relation a la- 
quelle satisfait P. Les deux premiéres donnent 


oP oP 
ox® * oy? 
la premiére et la troisiéme 
oP oP 
dxdt 0s dy 
puis ensuite 
oP @P 
dzxos ot oy 
oP oP 
oy Ot ©0202 
oP  @aP 
dyos ot Ox 
PoP 
ost * on ° 


On voit que ces six équations se ré 


(1,2); 


(t, 3); 


(1, 4), 
(2,3), 
(2, 4); 
(3, 4). 


duisent @ quatre. La fonction 


P(a,y, 5, t) satisfait done aux quatre équations 


oP oP aP oP 
dat " dy? ~° dvdt dsoy” 
oP oP _ ap Po 
0x 0% dtoy 032 Binh, eine 


Réciproquement, d’ailleurs, sil’o 


naune fonction P satisfaisant 


4 ces quatre équations, on pourra trouver une fonction Q(z, y, 5, ¢) 
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vérifiant les équations (E), puisque les conditions trouvées ex- 
priment précisément les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que l’on puisse obtenir une telle fonction Q(z, y, s, ¢). 

On voit de suite la différence profonde qui doit séparer la 
théorie des fonctions de deux variables de celle d’une variable. 
Dans celle-ci, la partie réelle P doit satisfaire 4 Punique équation de 
Laplace; dans celle-la, au contraire, nous trouvons quatre équa- 
tions pour cette seule partie réelle P. Il ne semble guére possible 
d’étudier ce systéme de quatre équations comme on a étudié l’é- 
quation de Laplace; aussi devrons-nous ici considérer la fonction 
P + 7Q dans son ensemble sans étudier séparément P et Q. 


3. La série de Taylor s’étend immédiatement aux cas de deux 
variables, Soit une fonction analytique /(2, y) des deux variables 
complexes a et v; cette fonction est supposée uniforme et con- 
tinue quand le point x est a lintérieur d’un cercle Cayant 29 pour 
centre et pour rayon, et le point y dans un cercle C’ de centre 7 
et de rayon 7". 

Nous n’avons qu’a répéter la démonstration faite pour le cas 
des variables réelles. Supposons que les points p+ het yo+hk 
soient a Vintérieur des deux cercles que nous venons de définir; 
on pose 

r= a+ ht, Y=LMorkt. 


J (x, ¥) peut étre regardée comme une fonction de la variable 
complexe ¢, uniforme et continue a l’intérieur du cercle ayant 
l’origine pour centre et l’unité pour rayon, puisque, quand Z reste 
dans cette région, le point (2, y) reste a Vintérieur des cercles 
C et C’, On doit méme remarquer que la fonction de ¢, que repré- 
sente f(z, y), sera uniforme et contenue dans un cercle de rayon 
supérieur a 1; nous pourrons done faire, sans incertitude, ¢=1, 
dans le développement que nous allons obtenir. Ce développement 
nest autre chose que le développement de Taylor, pour la fonction 
de ¢ 
S (tot ht, yot kt): 

on a done 


~—— tf 


erg oy Peer 
S(to+ ht,y + i= ¥ BS OM se 0 Largs 


n=0 


nao in (AE fy" 


1.2.../ 


238 CHAPITRE IX. 


a 


- est symbolique, 


of n 
ce 
wl OY | xo, ¥0 


les puissances devant étre remplacées par les dérivées. On a alors 


z 3 < 0 
ot, comme on sait, l’expression (25 


pour t= 
nae (ae +4 P)" 
a ae Name 4 Xo, Vo 
I (x04 hyork)= > Tae ar : 


n=0 


entiérement analogue, comme forme, a ce qui a été yu dans la 
théorie élémentaire des fonctions de deux variables réelles. 


4. Dans le développement précédent, le coefficient de hP k7 est 


I anf 
1.2...P.1.2...g \ OuP Oy? Pas 


I] est trés intéressant d’ayoir une limite supérieure du module 
de ce coefficient. Cette limite peut étre obtenue en fonction du 
module maximum M de la fonction f(z, vy) 4 lintérieur des 
cercles C et C’. 

Considérons d’abord la fonction f(z, y) comme fonction de la 
seule variable 2, nous aurons, d’aprés une formule établie anté- 
rieurement (Ch. V, § 4), 


2nT eT, 


p Dyeprer ah 
(s2) Sor [ J (xo + re", y)e—Pbi dd. 
oe 


Prenons maintenant la dérivée g‘*™® des deux membres par 
rapport a y et faisons y=. Nous devons différentier ¢ fois sous le 
signe d'intégration par rapport a y; or, en appliquant la méme for- 
mule, ona 


i 


; 27 
09 f (a+ red, v) _ 12. a9 ji f (ty resi, yy +r’ et) e-Wi dy’, 
yd y= aTtr7? Jo 


Tl vient done finalement 


op+4d f Weiss «PON Dare ne cae : ; 
( ) Soe el ff a SF (ap+ re, yore?) e—P¥i e—a'i do dl’. 
\ =X 0 0 


OxP yd 2TrP.eaTr'd 
S=Ie 


De cette formule se tire de suite la limite cherchée : en rem- 
placant par M le coefficient de d0 24 sous le signe d’intégration, on 
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a une limite du module et, par conséquent, 


op+d f 
| OxPdy4 


1.2...p.1.2...9 
ee eamagep has 7 yg! 
xr=2y rer? 
ee 


5. Si les cercles C et C’ ont pour centres l’origine, on a, en 
faisant 2»=7yo—0 eLh=a2, k=y, le développement de Ma- 


claurin 
OA wf 
mace tanh 2) 
(1) Vesa eA “ vis Rog oP yt 


Le coefficient Ap, de x? y% est, d’aprés ce que nous avons dit 


I opr f 
Ieper pelea \OUPOrT u=0 
v- 


plus haut, 


On aura donc Vinégalité trés importante 


M 


lApal <p ya" 


De la nous concluons une propriété essentielle du développe- 
ment (1); la série, formée avec les modules des termes de la série 


> Ap,gt?y!, 


est convergente, quand x et y sont respectivement a l’intérieur 
des cercles C et C’, On le yoit de suite, puisque, en remplacant 
PAs par sa limite supérieure, on a 


p=e%,qH~ 


: ¥eyey 


p=9,qg=0 
HES x y | 
et cette serie est convergente quand [=| ah OF | =f <ay re 


La fonction représentée par la série (2) s’obtient d’ailleurs im- 
médiatement sous forme finie; ce n’est autre chose que 
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’ I I 
comme le montrent les développements de —_— et ——— et l’ap- 
r Tr 

plication de la régle de multiplication des séries. 


7 


Nous ferons plus tard grand usage de la fonction G(z, y). 
D’aprés la maniére méme dont elle a été obtenue, on peut dire que 
ses dérivées partielles, toutes positives pour 2 = 0, y= 0, sont, 
pour ces valeurs des variables, supérieures aux modules dela dé- 
rivée correspondante de f(z, v) : on a les inégalités 


oP+9G S op+ f 
LoS x=0 | OxPay4 
3. 


Pr | 
y=0 

On peut trouver bien d’autres fonctions jouissant de la méme 
propriété que G(a, y). Citons la suivante dont nous aurons aussi 


i faire usage 


Le coefficient de x? v%, dans le développement de cette fonc- 
Be PI 


tion, étant 
(ee tet 5) M 


LD. «Pleo cg Pree 


(m= p+ 9), 


= a X Saar , M 
se lwouve supérieur a la limite trouvée =p pig pour les modules des 


coefficients de f(x, v). 


6. Nous nous sommes borné au cas de deux variables : tous 
ces calculs s’étendent a un nombre quelconque de variables. Pour 


une fonction 
SI ( #1; 2a, «++; Ga) 


uniforme et continue a lintérieur des cercles C,, Cy, ..., Cy, de 
centre O et de rayons 7, Tz, ---, Tn, on a le développement 


S2 me sy Apyps.-.pa thi 292 os rr, 
et Pinégalité 


M 
| Apps.--pal < Fp 


1rRa... 7Rn 


conduit 4 des conséquences analogues a celles que nous ayons ob- 
tenues pour le cas de deux variables. 


Ye, 


FONCTIONS DE VARIABLES INDEPENDANTES, 2 


Ls 
=_ 


II. — Décomposition en facteurs d’une fonction de plusieurs 
variables. Fonctions implicites. 


T. La décomposition en facteurs d’une fonction d’une variable, 
qui permet de mettre en évidence les racines de cette fonction, 
n’est pas susceptible de s’étendre sous la méme forme a une fone- 
tion de deux ou plusieurs variables. Ici, en effet, ensemble des 
valeurs des variables qui annulent la fonction forme une suite con- 
tinue. On peut cependant, dans une certaine mesure, réaliser une 
décomposition qui mette en éyidence la partie d’une fonction 
susceptible de s’annuler dans le voisinage d’un systéme déterminé 
de valeurs des variables. 

Avant @aborder ce point, commencons par montrer comment 
le théoréme de Cauchy, démontré (Chap. VI, § 21) pour les poly- 
ndmes, est susceptible de s’étendre 4 une fonction holomorphe 
quelconque. Nous nous bornons toujours, uniquement pour abré- 
ger, 4 une fonction de deux variables. 

Soit done une fonction F(a, 7) holomorphe dans le yoisinage 
de x=0, y=0, c’est-d-dire dans des cercles de rayon 9, et R. 
On suppose que F(2, 7) s’annule pour 20, yo et que 
F(o, 7) ne soit pas identiquement nul. 

Ecrivons F(a, y) sous la forme . 


F(a, vy) =AgptAry +... +Any"+...,, 


les A étant des fonctions holomorphes de a dans le voisinage de 
20. 
En désignant par M le module maximum de f(z, 9’), on a 


M 


| An | ~ Re 5 


On suppose que 
AgOkeene Ole... Ay-1(0) = 6 et An(o) #0. 
Nous voulons chercher le nombre des racines de l’équation en y, 
7 Bia, Py ='03 


voisines de zéro, pour w suffisamment voisin de zéro. 
Pe =I, : 16 
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Ecrivons 
F(a, y)=Any"(1+P+ Q), 
en posant 
Ao Ay ; An-1 
Se ea 
Any” re Any 


Q _ An+t ies Ante 


An J An 


Soit B le module minimum de A,, 2 restant a lV’intérieur d’un 
certain cercle dans lequel A, ne s’annule pas et que nous suppo- 
serons étre le cercle de rayon pg). On aura, en désignant par r le 
module de y, 


Oe M ron eae eee 
modQ <3 \ Rati + Raa 7 +) PRE Ae peas 
Si done on prend 7 assez petit, on aura 
i] 
modQ < = 


lorsque le point (2, vy) est quelconque a l’intérieur des cercles de 
rayon 69 pour x, et de rayon 7 pour y. 

On aura, d’autre part, pour P, quand y reste sur le cercle de 
rayon 7’, en appelant A le module maximum de Ag, Aj, -.-, An_s, 


A/a I 1 
modP <B (= + ea ae te *) 5) 
etcomme Ay, Ay, -.-, An_; s’annulent pour z= 0, on aura, si 
Yon prend pour domaine de un cercle d’un rayon p < 4 assez 
peut, A aussi petit qu’on voudra. Prenons 9 assez petit pour que 


. A Oy Out spline Vogt TNE AOE 
alors on aura 


I 
modP < -,; 
2, 


a restant dans le cercle de rayon ¢ et y sur la circonférence de 
rayon r. 
Il est facile maintenant d’avoir le nombre des racines de l’équa- 


tion en y ae | 
@,y)=0 
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(xv ayant une valeur fixe dans le cercle de rayon ¢) contenues dans 
le cercle de rayon r. Il suffit d’étudier la variation de argument 
de F(a2, v) quand y décrit la circonférence de rayon r; or le 
module de P + Q étant inférieur 4 wn, Vargument de 


1+P+Q 


reprend la méme valeur. La variation de l’argument sera donc 
»unnt et, par suite, le nombre des racines sera égal a n. 


8. Cherchons quelle forme on peut donner a la fonction 
F(x, y). A cet effet, x ayant une valeur fixe dans le cercle de 
rayon o, effectuons, sur le cercle de rayon r dans le plan des y, 
Vintégrale 


» OF 
ay 
F 
aes ,dy, 
2UT e ny J 


y’ désignant un point quelconque a l’intérieur de (7). En déve- 
I ; ‘ ae tone i 
loppant yy" suivant les pulssances enlieres de y’, on yoit immé- 
y—y 
diatement que cette intégrale est de la forme 


p = 2 


ae 
> Gp y'?, 


p=0 


Jes G étant des fonctions holomorphes de x. D’autre part, en dé- 
signant par 
Pie Var te Yn 


les nvacines de F(z, y) = 0, contenues dans le cercle de rayonr, 
cette intégrale est aussi égale a la somme des résidus de la fonction 
sous Je signe d’intégration, relaufs aux pdles 9, ¥2, ..., %n ety’, 
c’est-a-dire a 


ti] I 1 
‘a + ——, +e =" 
f= iS ns J 


On a donc, en remplagant 7 par y, et posant 


I(y) =(¥ —N1)(7-— 2) (YN — Pa), 
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Videntité 
wl oF oF of 
oy I I oy oy 
Gpy? = — —- — — —— — —- 
XS» Kenroy 4 Si Yad, ean. 
p=0 
ou 
oF of 
dy oy 


H(z, y) étant une fonction holomorphe de x et y, lorsque ces 
points sont respectivement 4 l’intérieur des cercles de rayon 9 
eCb7%. 


D’ailleurs f(y) est un polynéme en y 
yr a yr! +... an Y + An, 


dont les coefficients sont des fonctions holomorphes de x. Pour 
le voir, effectuons encore sur le cercle (r) Pintégrale 


oF 


C’est une fonction holomorphe de 2, qui est idenuquement égale 
a la somme 
YEA IGA AIK 
des résidus de la fonction intégrée, c’est-a-dire que les sommes des 
puissances semblables de 7, ..., 7, sont des fonctions holo- 
morphes de x, et, par suite, enfin les coefficients a. 
Nous pouvons done écrire 


F(a, ¥) = f(a, y)Celule.y), 


H, (2, vy) étant encore bolomorphe, et C une constante par rap- 
port ay, c’est-a-dire une fonction de x qu’il est facile de détermi- 
ner : en faisant y= jo, Yo étant sur le cercle de rayon 7, on aura 


F(x, Yo) =f (#, Yo) Geti™,r0) ; 


or F(a, vo) et (wv, Yo) ne s'annulent pas quand est a Vintérieur 
du cercle o. Il en résulte que nous pouvons écrire 


F(2, X) = f(z, y) K(z, x), 
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K(x, v7) étant une fonction holomorphe qui ne sannule pas 
quand x et y sont a Vintérieur des cercles p et r; de plus, 
I (a2, y) est un polynéme en y dont le premier coefficient est 
Punité et dont les autres coefficients sont des fonctions holo- 
morphes en x ('). 


On voit que cette décomposition met en quelque sorte en évt- 
dence la partie de la fonction F(x, y) qui sannule dans le 
voisinage de r= 0, y= 0. 


9. Une conséquence trés importante peut se déduire du théo- 
réme précédent, relativement a l’existence des fonctions impli- 
cites. Considérons l’équation 


F(z, 7) as 
F(x, y) étant holomorphe dans le voisinage de x =0, y= 0. Je 


0 . , . 4: 
suppose que (S) ens ne soit pas nulle, c’est-a-dire que le nombre 


n du paragraphe précédent soit égal a un. 
On aura donc 


F(z, 7) =[y+ a1(2)| K(2, 7), 


a, étant holomorphe en z et s’annulant pour « = 0. L’ensemble 
des valeurs de x et y voisines de zéro et satisfaisant a l’équation 


F(z,y)=0 
doit nécessairement vérifier la relation 


y+ a(x) =0, 


puisque K(a#, y) ne s’annule pas dans le voisinage de x= 0, 
Mteeays 

Lexistence de la fonction implicite y de x est ainsi démon- 
trée. Sous la condition indiquée, l’équation F = o définit une 
fonction holomorphe de « dans le voisinage de x = o. 


(*) Ce théoréme est, depuis 1860, enseigné par M. Weierstrass dans ses Lecons 
de ’Université de Berlin. Voir Abhandlungen aus der Functionenlehre von K. 
Weierstrass (Berlin, 1886). La démonstration qu’on vient de lire est due a 
M. Simart. 
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Soit, en particulier, Féquation 
Das (x (7), 


G(y) élant holomorphe dans le yoisinage de y = 0 et s‘annulant 
pour cette valeur. Si G'(o) 0, Péquation précédente définira 
une fonction » de w holomorphe dans le voisinage de Vorigine, 
Il est facile d’étudier le cas ot l'on aurait 
G'(0) = G"(o) ——~ ar —— GP-!(0) =0, 


G?(o) n’étant pas nul, On a, en effet, 


r= yP(A+By-+...), A 0, 
; P) ! 
et, par suite, en posant VrX=wr, 
‘ y fant ce; : 
2 -yVA+By+...: 


Or, la fonction sous le radical ne s’annulant pas pour y = 0, la 

détermination choisie pour le radical sera holomorphe dans le 

voisinage de lorigine et on se trouvera ramené au cas précédent ; 

par suite, y se mettra sous la forme d’une série ordonnée suivant 
; er Pp; ; 

les puissances de 2, c’est-d-dire de Ya. La fonction y a done 


p déterminations qui se permutent autour de Vorigine. 


10, L’analyse qui vient d’étre développée s’étend d’elle-méme 
dun nombre quelconque de variables indépendantes. 


Soit une fonction 
RC, Wis Vas s2 25 Sa) 


des n--1 variables indépendantes 7, 2), @9,, +. +, 2p, s'annulant 


pour yas we) SS 6. SS My Oy OL POUT Sy = Wy as ey Se, 


le développement de 
MGA CEOS. Santen 
commence par un terme en j?, on pourra écrire 


FC, 1, Wey ov ey Mn) = (YP + ayer! 4-. + ap) K(y, 21, Ha, «++, Ln); 


a fonction holomorphe K ne s’annulant pas dans le yoisinage de 
la fonet hol phe K 
YS ays... x, =o et les a étant des fonctions holomorphes 


de ey Way BW Ae Las 
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11. Dece résultat nous pouvons conclure l’existence et la na- 
ture des fonctions implicites définies par le syst¢me d’équations 


Fy (21; 2, seey Uns V1 25 Bn Vp) —0, 
Fe(21, V@a,. +9 Uny Vis 2 é ty Mp) = Q, 


Fp (21, £2, sey Pny V1, 2; Jee gaya) as 


Nous supposons que les fonctions F s’annulent pour 


vr; = @g = ee = Mn KH Yi —..- =\Vp=o0 
et que pour ces valeurs le déterminant fonctionnel 


Del Bes Fs) 
D(71,¥2) +++ ¥p) 


ne soit pas nul. Dans ces conditions, nous allons montrer que 


ces équations définissent, pour y\, V2, --+, %p, des fonctions 
holom orphes dans le voisinage de 2, = %) =... == 4%, =0. 


Pour Vétablir, supposons la proposition démontrée, n étant 
quelconque, jusqu’a un nombre p—1 d’équations. Nous allons 
montrer comment on peut passer de p—i 4a p. Remarquons 
d’abord que les dérivées partielles du premier ordre 


OF, oF, 


oF, 
? ? m 
oy OY» 


OY p 


fers 


ne s’annulent pas toutes quand les x et les vy sont simultanément 
nuls. Soit, par exemple, la derniére de ces dérivées différentes de 
zéro : nous pourrons écrire 


By (24, Zo, 2s Mae Hiy Yas oo Vp) = (Fp +) K, 


a, étant holomorphe en 2, 22, -.., 2ny Vis Yay +20) Vp-1 aK 
n’élant pas susceptible de s’annuler quand les x et les y sont suf- 
fisamment petits. Nous pouvons done remplacer la premiere 
équation par 

Vp+a=0, 


el, par suile, en remplacant 7, par — a@,, dans les équations sui- 
vantes, nous sommes ramené au cas de p—1 équations. II est 
facile de yoir que le déterminant, correspondant a ces p — 1 équa- 
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tions, ne sera pas nul; nous avons d’abord, en effet, le déterminant 


Oa, Oa, 0a, 

Ov, Oy» Bt OY p=-1 

OF, oF Ors OF, 

a ST 

oF, oF, oF, OF» 
| Ov, OY, OYp-1 Op 


différent de zéro quand les x et les y sont nuls. D’autre part, le 
déterminant fonctionnel de 


Ee wn oan 


considérées comme fonctions de yy, Ys, +++; Vp—1, quand on a 
remplacé yp») par — @,, n'est autre chose que 


OF, OF s Oa, OF, OF, Oa, 
OY: Op os OY p—1 — O¥ p OY p-1 
oF, OF » day oF, OF, day 
oy OY p OY1 OY p-1 OY p OY p-1 


et ce déterminant est au signe pres identique au précédent , 
comme le montre application des théorémes les plus élémentaires 
sur les déterminants. 

Le théoréme relatif a Vexistence et ala nature des fonc- 
tions implicites est done completement établi. Sous la condi- 
tion indiquée relative au déterminant fonctionnel, les équations 
(4) définissent pour 74, 2, +++, %p des fonctions holomorphes 
dans le voisinage de 4, = %_ =...= 24, =0. 


III. Des intégrales multiples de fonctions de plusieurs variables 


complexes. Extension du théoréme de Cauchy, d’aprés M. Poin- 
caré. 


12. Avant @arriver au sujet qui fera le principal objet de cette 
Section, il est nécessaire que nous généralisions l’étude faite pré- 
cédemment (t. I, p. 111) des intégrales de surface. 


Soient 2,, ®o, «++, ®m des variables en nombre m; nous con- 
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sidérons Vintégrale double 


(1) [ DAyz, dx; dx, 

¥ 
expression purement symbolique, jusqu’a ce que nous lui ayons 
donné un sens, et dans laquelle, d’aprés les définitions qui vont 
suivre, ordre des deux facteurs dx; dx, n'est pas indifférent; les 
A représentent des fonctions de 2,, 22, ...+, &m..Nous convenons 


que 
Air ed Axi, 


ce qui entraine Aj; = 0; les indices 7 et & prennent toutes les. va- 
leurs de 1 & m. L’intégrale (1) n’aura de sens que quand nous 
‘aurons fixé dans lespace 4 m dimensions (2, ®2, .-+, Lm) la 
surface Vintégration. Conceyons, a cet effet, que lon prenne 
pour 2, @y, ».+, Lm des fonctions de deux variables wu et ¢, et 
soit une certaine aire A dans le plan des deux variables u et ¢. A 
Vaire A du plan (w, ¢) correspond dans l’espace a m dimensions 
(a4, Yq, «++, Xm) une certaine portion de surface, et VPintégrale 
(1) étendue a cette portion de surface sera, par définition, Vinté- 
grale double ordinaire 


Sf BrP aud, 


étendue a Vaire A. Comme précédemment, nous posons 


Diz, LI) _ Oa; Ox f OX; Oak 
“D(u,e) du ov ov Ou 
On voit que, 4 cause de la relation Aj,x==— Ax; les deux termes 


qui correspondent aux deux couples ch et Av s’ajoutent. Remar- 
quons encore que, si l'on permute w et 9, Pintégrale précédente 
change de signe; nous pouvons dire alors, conformément a ce qui 
se passait Te lespace a trois reasons que lintégrale est 
prise sur l’autre cdté de la surface (voir doc. cit., p. 113). 


13. Nous devons nous poser pour lintégrale (1) une question 
analogue a celle quia été étudiée pour les intégrales de surface. 
A quelles conditions cette intégrale ne dépendra-t-elle que du 
contour de la surface d’intégration? Pour bien préciser la 
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question, nous pouvons supposer qu’on se donne arbitrairement 
une aire A dans le plan (wz, ») et que les expressions de x,, Zo, ..., 
Zm, en fonction de uw ety, dépendent de plus dun paramétre ar- 
bitraire et cela de telle maniére que 2,, %, ..., Lm alent le long 
du contour de A des valeurs indépendantes de ce paramétre : dans 
ces conditions on veut que la valeur de (1) ne dépende pas de ce 
paramétre. 

Avant d’aborder cette question, commencons par supposer que 
les x soient des fonctions d’ailleurs arbitraires de trois vartables X, 
Y, Z, soit 

Hie hOSS, Vin FA), (Me Dy Rie LD 


L’intégrale (I) va alors devenir une intégrale de surface dans 
espace ordinaire 4 trois dimensions, et, si l’on concoit X, Y, Z 
exprimées en fonction de deux paramétres wu et 9, on aura, comme 
le montre un calcul immédiat, 


D( 2;, XI) Diniieiie D(X, vO 


Die Dia DiGzres 


ss Di fi, Sk) Dae Z) = D( fi, Sk) D(Z, xX). 
DY, LZ) 5 DiGi) D(Z, X) Du, ¢) 


L’intégrale pourra done s’écrire 


D( fi, Sr) DG Se) | eer, 
Tai pS Nix bee | were tas be Aix D(Y, Z) oe 


1 k : D( fis Sk ms 
ea [Sane ae | dl dX: 


c’est sous celte forme que nous avons précédemment écrit les in- 
tégrales de surface. 


Cette intégrale ne dépendra que du contour de la surface d’in- 
tégration, si’ona 


D( fis D( fis Ln) Di Tas D( fis Sr) 
mh A» Aik Dex: Y) x DAE Der zy D(Y, Z) 
D(, Te; Sr) 
* oY p> MKD CZ, ex) |: rigs 
Développons cette relation. Les termes en Aj disparaissent 
d’eux-mémes, en vertu de Videntité facile a vérifier 


2 Dif fe), 9 Dif fe), 9 DUS fe) _ 
YANO. OD OPEL. GPiIA GOA) jr ke irae et 
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Il reste alors 
uY DCA, Sr) OAiw Ofn EDS D( fi, fr) ONix Ofn 
Oke Oxy, OL dd L(Y, Z) 
i,k 


Oxy, OX 
i,k h 
A »y D( fi, Sr) oo ONG oe) a. 
eae 


D(Z, X) \ smd Ory, OY 
h 


ou, en réunissant tous les termes dans une sommation triple, 


= 0. 


(5) » (34 MS OArh vue D( fi, Se» Sh) 


Ot, | OX; oxy / D(X, Y, Z) 
uk, h 
Cette sommation est étendue a toutes les combinaisons: trois 4 
trois 7, k, h des chiffres 1,2, ...,m. On remarquera que le terme 
correspondant a la combinaison 7, fk, h reste le méme, quel que 
soit ’ordre dans lequel on prenne ces trois lettres. 


14. Revenons maintenant a la question posée au début du pa- 
ragraphe précédent : nous allons de suite trouver des conditions 
nécessaires. Considérons, en effet, seulement comme variables trois 
des lettres 2, soient 2;, 7x, 2,, les autres étant des constantes ar- 
bitraires. Dans l’espace A trois dimensions (2;, xz, 2,) la condi- 
lion que nous venons de rappeler doit étre remplie; on aura done 

DAixn — OAkn — OAR: 


(6) : —— 
Ox jp Ls Ox; O2 fp. 


et cela quels que soient les valeurs des x. Nous obtenons ainsi au- 
tant @identités nécessaires qu'il y a de combinaisons de m lettres 
trois a trois. Il faut montrer maintenant que ces conditions sont 
suffisantes. 

Nous deyons concevoir que les x aient été exprimés en fonc- 
tion de deux paramétres u et ¢ et d’une constante arbitraire ¢ 


w= o;(U, , &) SSD EOP Cree 2) 


¢ variant entre certaines limites, et l'on suppose que les valeurs des 
ne dépendent pas de ¢ quand le point (uw, v) est sur le contour A 
dont nous avons parlé plus haut. // faut montrer que Vinté- 
grale (1) ne dépend pas de «. 
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Posons 
TN Ne wht 


Notre intégrale va alors devenir une intégrale de surface dans |’es- 
D to) 
pace a trois dimensions (X, Y, Z) et, les conditions (6) étant rem- 
plies, Pintégrale le long de toute surface fermée de cet espace sera 
’ D to) p 
nulle. 
Pour ¢= 0, Vintégrale (1) sera étendue a aire A du plan des 
X, Y); pour ¢ arbitraire, elle sera étendue a l’aire B, section par 
? ? ’ ’ p 


le plan Z=e du cylindre dont A est la section droite (fig. 28). 


ne 


Nous devons établir Pégalité de ces deux intégrales, en les sup- 
posant, bien entendu, prises dans le méme sens, c’est-a-dire pour 
une méme direction de normales, soit les z positifs. 

Or le cylindre et les aires A et B limitent un yolume. L’inté- 
grale prise le long de la surface totale de ce volume cylindrique est 
nulle, puisque les relations (6) sont vérifiées; le résultat que nous 
avons en vue sera done établi, si nous montrons que l’intégrale 
prise sur la surface latérale du cylindre est nulle. Or il en est bien 
ainsi; en effet, les 2 ne dépendant pas par hypothése de ¢ quand 
le point (uw, ¢) est sur le contour A, les déterminants fonctionnels 


D(x, 2p) D(z, or) 


seront nuls sur la surface latérale, et, par suite, ’intégrale relative 
i cette surface sera égale 4 zéro. Les conditions trouvées comme 
nécessatres sont done suffisantes. , 

Nous avons, dans tout ce qui précéde, supposé implicitement 
que les A étaient des fonctions bien déterminées et continues des & 
pour les systémes de valeurs que nous avions a considérer. En 
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particulier, Vintégrale étendue a une surface que l’on déforme, en 
laissant ses bords inyariables, ne gardera la méme valeur que si 
cette surface, en se déformant, ne rencontre pas des systémes de va- 
leurs des x pour lesquelles les A deviendraient infinies ou mal dé- 
terminées. Tout cela est enuérement analogue a ce que nous avons 
dit longuement au Tome I pour le cas de trois dimensions; il est 
inutile d’insister. 


15. Nous pouvons maintenant nous occuper des intégrales mul- 
tiples de plusieurs variables complexes. 

Nous nous limiterons aux cas de deux variables complexes x 
et y. M. Poincaré a étendu aux intégrales doubles le théoréme 
fondamental de Cauchy ('); c’est ce que nous allons montrer. 


Que doit-on entendre par Vintégrale double 


(J) i [Fe y) dady? 


Cette expression n’a en elle-méme aucun sens, mais il n'y a 
aucune hésitation a avoir sur la définition a adopter. Posons 


iW ae VY =U3+ lay, 


et considérons, comme plus haut, 2,, 22, 73, 2, comme fonctions 
de deux paramétres u et ¢ : soit A une certaine aire dans le plan 
(u, ¢). L’intégrale 


D( oF ) 
dt F( )DGe S lu dv 


sera, par définition, la valeur de l’intégrale (J) étendue a la por- 
tion de la surface de l’espace a quatre dimensions (x, %2, 23, 2, ) 
qui correspond a laire A du plan (uw, ¢). On voit qu’on peut per- 
muter z et v; on aura une seconde intégrale égale et de signe 
contraire; on peut dire qu’elle est étendue a autre coté de la sur- 
face. 

Mettons en évidence la partie réelle et la partie imaginaire de 


(*) Potncarnk, Sur les résidus des intégrales doubles (Acta mathematica, 
t. IX). 
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, 


Vintégrale; en remplacant 2 et y par leurs valeurs et posant 
F = P + 7Q, on obtient 


URES D(a, 3) — D(%2, x) 

f JAB RED) yee) ee 
1 AP UGA Eee) Dileqn en) 
+#| D(wu, v) se D(u, °) 


it du de. 


Nous avons donc respeclivement comme parties réelle et imagi- 


naire 
iA D(x, @3) D(x2, 2%) ~ D(a, 23) D(a, 7,) 
IJ l P| D(u, v) D(u, °) Q D(u, o) is ‘Diy. du de, 
D(a, 73) D(a, X1,) D( 2a, 23) 7 D245 on) : 
SF ie D(u, 9) D(u, v) |+ P| D(u, °) ' D(u, e) || a de, 


s 


que l’on peut écrire, sous forme plus abrégée, en se reportant aux 


définitions, 
ab P (dx, dx3— dx, day,)— Q( daz dx3;+- dz, dz,), 


[fae dx;— dx, dx,)+ P (dx, dx;4- dx, dx, ), 


intégrales de méme forme que celles qui ont été étudiées au para- 
graphe précédent. 

Tout ceci étant bien compris, il est facile de décider si l'on peut 
étendre a ces intégrales doubles le théoréme fondamental de 
Cauchy. En d’autres termes, l’intégrale double ci-dessus reste- 
t-elle invariable quand on déforme la surface d’intégration en 
la faisant toujours passer par le méme contour? 

Nous allons voir que les conditions trouvées au paragraphe pré- 
cédent sont vérifiées. Prenons la premiére de ces intégrales 


Hi iP Pildn, dose Gare SO aa ee 


Si nous l’écriyvons comme plus haut sous la forme 


BATPSS Aj; dxji dxp., 
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on doit poser 


Ay=—An= —> 
2 
Ag, = — Ay=— 
2 
Deeks 
At, = — Ay =— Q, 
2 


les autres A sont nuls. 


Or nous avons ici a vérifier guatre conditions, puisque guatre 
est le nombre des combinaisons de 4 lettres trois a trois. Soit 
d’abord la condition 


OA4 ; OAd3 : OAs pat 
Ox; ; Ox, OX» 


elle se réduit a 


Soit encore 
OAg3 . OAS, P OAns 


= =0, 


Ox. le 0a 2 Ox. 3 


elle se réduit a 
dQ oP 


—_— — — = 0. 
Ox, OX 


Les deux relations entre P et Q que nous venons de trouver sont 
vérifiées ; ce sont, en effet, deux des relations exprimant que P +-7Q 
est une fonction analytique de 2, +- 1a, et 2;-+- tx,. Ons’assurera 
de la méme maniére que les deux conditions restantes, relatives a 
lintégrale considérée, sont vérifiées pour la méme raison. Il en 
est aussi de méme des conditions relatives a la seconde intégrale : 
nous pouvons done affirmer que le théoréme de Cauchy s’étend 
aux intégrales doubles, 


16. Le théoréme qui vient d’étre établi peut, comme dans le cas 
dune seule variable, s’énoncer sous une autre forme. Considérons, 
dans l’espace a quatre dimensions (#,, 2, #3, 2,), une surface 
fermée; une telle surface, par exemple, pourra étre obtenue en 


prenant 
Vi=Gi(u,e) (t=1,2,3,4), 
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les 9 étant des fonctions de wv et 9, périodiques par rapport a w et 
par rapport av. Nous pouvons énoncer le théoréme suivant, qui 
n’est qu’une autre forme de la proposition du paragraphe pré- 


cédent : 


Lintégrale 


oe F(x, y) da dy, 


prise le long dune surface fermée, sera nulle. 


On sous-entend dans cet énoncé que la surface peut, par une dé- 
formation continue, se réduire 4 un point ou a une courbe, de 
telle maniére que, pour l’ensemble des valeurs de x et y ren- 
contrées par la surface pendant cette déformation, la fonction F 
ne cesse d’étre bien déterminée et continue. La démonstration est 
immédiate; en effet, on pourra alors réduire la surface 4 un point 
ou a une courbe par une déformation continue et, pendant celle-ci, 
la valeur de l’intégrale ne changera pas : or la valeur de l’intégrale 
double ne peut étre que séro, puisque l’aire de la surface d’inté- 
gration tend vers zéro. 


17. Si une surface ne peut étre réduite 4 un point ou a une 
courbe, par une déformation continue, sans rencontrer des systémes 
de valeurs de x et y pour lesquelles F(z, y) devienne infinie, la 
valeur de Vintégrale pourra étre différente de zéro. Prenons 
d’abord un exemple trés simple; soit l’intégrale 


Sf dx dy, 


P(x, y) étant holomorphe dans le voisinage de x =o0, y =o. 
Je considére la surface définie par les équations 


x = Revi, 


y= R’evé, 


les paramétres réels uw et ¢ variant de o a 27: c’est une surface 
Jermée. La valeur de Vintégrale sur cette surface est 


2% AMT 
— if f P(Re*, R’ev’) du do, 
+70 


+9 
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dont la valeur est manifestement 


— 47?P(0, 0). 


Considérons encore l’intégrale double 
§ 


Jie ee dx dy, 


m et n étant des entiers positifs. En intégrant suivant la méme 
surface, on aura 


2 27 
iP Pp ( Rew, R'ev!) e—(m—t)ut e—(n—1) vt dy de, 


“0 


jaeradh 
R-1 R’n-1 Js 


et, en développant P(z, y) suivant les puissances de x et y, il 
restera simplement comme valeur de l’intégrale 


jm? ( gm+n—2P 
rir (mm — I). 2.3 0 (07ze— 10) ce ee 
y=0 
Au lieu de deux circonférences, on aurait pu prendre deux 
courbes C et C’, comprenant respectivement les origines a leur 
intérieur, et considérer alors la surface dintégralion comme dé- 
finie par les deux équations 


xz=o(t), SPS), 


© et étant deux fonctions périodiques convenables de wu et ¢, et 
la surface d’intégration dans le plan des (wu, ¢) étant le rectangle des 
périodes. Cette nouvelle surface d’intégration eit donné le méme 
résultat que la surface précédente, car on peut évidemment passer 
de Pune a l'autre par une déformation continue. 

Soit, d’une maniére plus générale, lintégrale 


faa dx dy, 
Q(«4, y) R(a, x) 4 


et considérons un point (a,b) de rencontre des courbes Q = 0, 
R = 0; je suppose que ce point soit un point simple de rencontre. 
Posons 
Q(z, ry) =6, 
R(v,y)= 43 
P.— II. 17 
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pour =a, y = b nous aurons § = 0, 7» = 0; x et y seront des 
fonctions holomorphes de § et 4 dans le voisinage de § =o, 
7, =o. En faisant ce changement de variable, nous avons la nou- 


alr ‘) D(a, x) 
: d= dn. 
ves Deu 


Si done nous considérons autour du point § = 0, 7 =o la méme 
surface que toutalheure (en prenant seulement ici les rayons R et 
R’ suffisamment petits), nous aurons, comme valeur de l’intégrale, 


velle intégrale 


— 4n°P(a, b) 
pes pea F)] a 
D(z, y) aes 


puisqu’on a manifestement 


? 


D(z, y) _ Reeee 
D1)  D(QR) 
D(a, y) 


On pourrait, bien entendu, avoir pour l’intégrale la valeur égale 
et de signe contraire, en prenant dans un autre ordre le déter- 
minant fonctionnel. Cela revient, d’aprés nos définitions, a in- 
tégrer sur l’autre cété de lasurface. 


18. On peut employer des surfaces dintégration trés varices. 
La surface suivante nous sera utile tout & ’heure dans une impor- 


lante application. Reprenons lintégrale 


< , P(z, y)jdady | 
wh, elsotaay aca y)R(@, y) 


COME “oe 
Q et Rs’annulant pour 2 = 0, vy = 0 et pee étant différent de 
. (a, 7) 


zéro pour ces valeurs des variables. Tragons dans les plans des 
variables a et y deux courbes C et C’ comprenant lorigine a leur 
intérieur et supposons que ni lune ni l’autre des fonctions Q et 
R ne s’annule quand x ety sont respectivement sur les courbes C 
et C’. Nous admettons de plus que, y étant un point arbitraire de 
C’, ’équation 


Q(7, y)=0 
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a une racine et une seule 2, a l’intérieur de C, tandis que dans 
les mémes conditions l’équation 


Gian == 0 


n’a pas de racine a l’intérieur de C. Nous prenons pour surface 
@intégration Vensemble des deux courbes C et C’ parcourues 
dans le sens positif ('). 

Nous allons effectuer le calcul de lVintégrale double en suppo- 
sant d’abord y constant sur la courbe C’; nous avons done 4 cal- 
culer en premier lieu Vintégrale 


»(#, I) 
= dz 
el icesticoes Y) 
Or ce calcul est immédiat : ona 


Le fere EX, ¥ es 
Qr (a1, ¥) R(r1, ¥) 


x, élant la racine de Q(x, 7) =o contenue dans C; x, est une 
fonction holomorphe de y quand y reste a l’intérieur de C’, et 
elle s’annule pour y= o. 

Il faut maintenant effectuer lintégration 


[i dy. 
/C' 


Or I a pour pdle 7 =o. Nous n’avons done qu’a calculer le ré- 
sidu de 
P( a4, x) 
Qi (a1, x) E )R(a1, J he 


pour y = 0; en tenant compte de la relation 
OUz N= .0; 
on a de suite pour ce résidu 
P(o, 0) 


oe lees 


(*) Cette surface remplace Je tore dont fait usage M. Poincaré dans son Mé- 
moire et nous permet d’éyiter un calcul assez pénible (voir Potncart, loc. cit., § 4). 
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et nous trouvons pour valeur de l’intégrale (7) 


— 4r?P(0,0) 


BS B| 
D(z, y) * 


En permutant x et y, on obtiendrait un résultat égal et de signe 
? 

contraire; il correspondrait évidemment, d’aprés nos définitions 

mémes, a l’intégration faite sur autre cdté de la surface. 


19. Dans les exemples précédents, nous avons intégré le long 
d’une surface que l’on pouvait prendre trés petite dans toutes les 
dimensions; on peut appeler les résidus que nous yvenons de 
trouver des résidus de points. On peut rencontrer d’autres résidus 
que ceux que nous venons d’obtenir et que l’on pourrait appeler, 
comme on va le voir, des résidus de lignes. 

Sans traiter la quesuon générale de la recherche des résidus 


[ [Fla y)aedy, 


ot F(x, y) est une fraction rationnelle de x et y, recherche qui 
se rattache 4 la notion des périodes des intégrales abéliennes et 


des intégrales doubles 


sur laquelle nous reviendrons plus tard, prenons seulement, pour 
le moment, un cas particulier qui sera d’ailleurs bien suffisant pour 
fixer les idées sur la nature de cette seconde catégorie de résidus. 
Soit Pintégrale double 


ot Q(x) est un polynéme en z. 


Considérons dans le plan de la variable complexe x un cycle C 
correspondant a la fonction algébrique y de «x définie par l’é- 


quation 
Jy? — Q(2) a0. 


Ce sera un contour contenant un nombre pair de racines sim- 
ples de ’équation Q(z) = 0. Nous partons d’un point 2, de ce 
contour avec une détermination bien précisée yo du radical 
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VQ(@); quand w décrit le contour, y dans son plan décrit un 
contour fermé partant de yo et y revenant. Supposons que le 
point vy en se déplacant entraine avec lui une circonférence T 
dun petitrayon, que, pour bien fixer les idées, nous supposerons 
fixe. On peut considérer que la circonférence I’, en se déplacant, 
engendre dans l’espace 4 quatre dimensions (2 ,, ®2, 3, %,) une 
surface fermée qui est une sorte de tore : c’est sur cette surface 
que nous allons intégrer. 

Laissant d’abord x constant, nous intégrons sur la circonfé- 
rence I, ce qui nous conduit a prendre 


Se dy 
eh tee OCA") 
sur cette circonférence. A lintérieur de celle-ci se trouve une 


racine qui est la détermination convenable de JQ(zx); nous avons 
donc a prendre un résidu ordinaire, et l’on a de suite 


;Pley) 
Je 


ott y = /Q(z). Il faut maintenant faire varier x en lui faisant 
décrire le cycle C, ce qui nous donne la période de V’intégrale 


nif ENS [y ee Vacw)], 


correspondant au cycle C. 


Ce point de vue(') pourra se généraliser pour une fraction ration- 
nelle quelconque, et l’on voit que les périodes d’une intégrale 
abélienne se présentent naturellement dans cette question. Ainsi, 


soit Vintégrale double 
dx dy 
th para’ 


on aura ici P=1, Q(2) =1— x?. Prenons comme cycle C une 


(*) Le point de vue auquel je viens de me placer est celui que j’ai adopté dans 
mes recherches sur les périodes des intégrales doubles. Voir mon Mémoire Sur 
les fonctions algébriques de deux variables indépendantes (Journal de Ma- 
thematiques, 1889). 
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courbe fermée comprenant a son intérieur les points —1 et +1. 


rt) ee 
: oVi— 2 


ce qui nous donnera 2777 ou la valeur égale et de signe contraire 
suivant le sens de l’intégration. 


Nous aurons a prendre 


IV. Formule de Lagrange pour une et deux équations. 


20. Nous terminerons ce Chapitre en démontrant une formule 
célébre due a Lagrange. Cette formule établie par le grand géo- 
métre pour le cas d’une seule équation a été étendue par Laplace 
a deux ou plusieurs équations. On peut traiter les deux cas par 
une méthode analogue; aussi, pour ne pas les séparer, avons- 
nous placé ici étude de cette importante série. 

La série de Lagrange a pour objet d’obtenir lune des racines 
de Véquation 

zs—a—af(s)=0, 


développée suivant les puissances de «, ou, plus généralement, le 
développement dune fonction holomorphe quelconque de cette 
racine. Nons allons suivre laméme marche que M. Hermite dans 
son Cours lithographié de la Faculté des Sciences (4° édition, 
p. 182); nous renverrons aussi 4 cet Ouvrage pour la_bibliogra- 
phie de la question. 

Nous démontrerons d’abord un lemme préliminaire. Soient I 
et ® deux fonctions holomorphes; les équations 


T= 0), F+o6=0 


ont le méme nombre de racines comprises dans un contour fermé 
S, sous la condition que, tout le long de ce contour, on ait con- 
stamment 


La différence entre le nombre des racines de ces deux équations 
comprises a l’intérieur de S est, en effet, 


I I 
oe Tl log(F + P)— sig J alos, 
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qui peut s s’écrire 


: cy a : a Sy 
el, puisque F | <1 tout le long de S, il en résulte que cette inté- 


grale est nulle. 


Appliquons ce résultat 4 l’équation 
3—a—af(s)=0. 


On suppose que @ représente un point situé a lintérieur d’un 
contour S, et que la constante « soit assez petite pour que l’on 
ait sur ce contour 


(8) 


ce qui peut évidemment étre réalisé. Alors ?équation proposée 
aura, a l’intérieur du contour, le méme nombre de racines que 
Véquation z =a, c’est-d-dire une seule : c’est cette racine que 
nous allons envisager dans la suite. 
21. Soit done ¢ la racine, contenue dans S, de lPéquation 
E'() = 0; 
en posant F(z) = s—-a—2f(s). 


En désignant par II[(z) une fonction holomorphe quelconque 
de s, on aura 


Wye II(z) dz 
E(t) anti, -F(ay- ‘ 
Or on peut développer 5 FG) en série suivant les puissances 
dea 
i I 6 RES, gn—t fr—-1(z) 
(9) ie Play Re ae = | GAA) RICO a ees ee ae mi erat ee WT 
3—a—af(s) 2—-a (s—a4) (s—a@) 


série qui converge d’aprés l’inégalité (8). 
Nous aurons done le développement 


11(f) U [Pema 
s 


———— =Jo+aJ ooo + ard, +... rte PA pee 
F’(Z) 0 Pon n ) n 
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Pour étre entiérement rigoureux, il edit fallu considérer le reste 
dans le développement (g), et montrer que son intégrale tendait 
vers zéro avec —; mais il est inutile de s’arréter sur ce point qui 
se traite de la méme maniére que dans la démonstration de la série 
de Taylor d’aprés Cauchy. 

L’expression du coefficient J, est facile 4 trouver. Nous avons 
vu, en effet, que l’on a d'une maniére générale 


ce qui donne 
oe Dal f*(a)M(a)] 


ae 
1.2..-%7 


On a done le développement 


CPs UO hs Ik 


Ne) _ yy se DaL Pla yea)} 


F’(7) Ti Disten 7h 
De ce développement, on peut en déduire un second, en posant 
(zs) = &(3) F(z) = &(s)[1— a f"(2)], 


®(s) étant une fonction holomorphe arbitraire de s. Il vient 


i 
‘ 
>’ 


ey Weer DUIL/e(a) &(a) lt — 2 f'(a)] 
a(c)= > Too er ue 


el, en groupant les termes qui correspondent 4 une méme puis- 
sance de «, on a, aprés des réductions immédiates, 


gH 
D(C) orh(ay se ee et (22a): 

Pour les applications de cette formule, nous renverrons au 
Cours de M. Hermite, ot l’on trouvera, en particulier, une étude 
approfondie de l’équation connue en Astronomie sous le nom 
d’équation de Kepler. 


22. Comme nous l’avons dit plus haut, Laplace a généralisé 
la formule de Lagrange en considérant deux équations 


r—a—iuf(z,yv)=0, 
¥—h—~ BRD, 7) = 0. 
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Nous supposons que f et 9 soient des fonctions holomorphes 
de wret'y ("); 

Il importe d’abord de bien préciser le systéme de racines que 
nous allons envisager. On suppose que x el y restent respective- 
ment a lintérieur de deux contours C et C’; a est a Vintérieur 
du contour C et 6 a Vintérieur du contour C’/. Quand y a une va- 
leur arbitraire 4 Vintérieur de C’, si lon choisit la constante 2 
assez pete pour que 
af(r, ¥) 


t—a 


(10) <<a 


x décrivant le contour C, on est assuré que l’équation en x 
x—a—af(xr, y)=0 


a une racine et une seule a l’intérieur de C, et, d’aprés le théo- 
réme général sur les fonctions implicites cette racine a sera 
fonction holomorphe de «@ et y. 

Nous la substituons dans l’équation 


y—b—B8ol(a, y)=0: 
si % est assez petit pour que 


a 
3 


Bo(x, x) 


(11) ay: 


x étant quelconque a lintérieur de C, et y décrivant le contour C’, 
cette équation en y aura une seule racine contenue dans C’. Ainsi, 
moyennant Jes deux inégalités (10) et (11), on est assuré que les 
deux équations proposées ont un systéme de racines (2, y) et un 
seul, pour lequel x et y sont respectivement a Vintérieur des 
courbes C et C’. Nous désignerons par (&, 7) ces racines. 


23. Nous avons calculé (§ 18) la valeur de l’intégrale 
fren F(x, y) dx dy 
P(a, y) Qa, y)’ 


(*) Comparer avec le § 5 du Mémoire de M. Poincaré, intitulé : Méthode de 
M. Stieltjes. 
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en prenant une certaine surface dintégration. Posons ici 


P(z, y) =27—a—af(2, yx), 
Q(z, y) =y — b — Bo(a, x). 


Considérant toujours les deux contours C et C’ du paragraphe 
précédent, voyons si les conditions du § 18, sous lesquelles nous 
avons fait le calcul de Vintégrale, sont vérifiées. 

Tout d’abord nous avons a yérifier que ni lune ni l’autre des 
fonctions P et Q ne s’annule quand x et y sont respectivement 
sur C et C’. Oril en est bien ainsi puisque 


<i 


Oe 


Be 
y—b <i, 


quand x et y sont respeclivement sur C et C’. En second lieu, 
et pour la méme raison, l’équation en x 


T—a—aflz, y)=0 


aura une racine 4 l’intérieur de C, y étant sur C’. Enfin l’équation 
en & 
8 Sahar dh IBA 


n’aura pas de racine a lintérieur de C, y étant toujours sur C’, 


puisque, d’aprés nos hypothéses, x étant quelconque a Vintérieur 
de C et y sur C’, on a 


pers 


Ainsi, en prenant comme surface d’intégration les courbes C 
et C’ parcourues positivement, nous avons 


SS eae iyi) eR 
== 


D(z, y) fot! 


(&, 4) désignant, comme il a été dit, la racine commune a P = 0, 
O='0: 

Nous allons maintenant suivre absolument la méme marche que 
dans le cas d’une seule variable. Nous pouvons déyelopper en série 
les deux fonctions 


T I 


e—a—af “ y—b—Fe’ 
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puisque 
a ( 
cE pe One Pyar, <1 
on a ainsi 
ares 1 Je Yee ot oi Br fm eye : 
(x a—af)(y—b— po) dad (LC — AYN y — h/t 


Nous avons done la formule 


—4rrF (et, 7) 
| DPS a 1 = PY Inn qm Br, 
D(a, y) |r=t 

y=" 


Jinn = ff [Ae y) fn a J (21 ¥) (X,Y) dx dy 


(2 —a)nri(y —b)nr+i 


oll 


cette intégrale double étant prise dans les mémes conditions que 
Vintégrale dont nous sommes parti. Or nous avons déja caleulé la 
valeur de cette intégrale; on a 


— 47 din+n [ F(a, b) f(a, b) e"(a, b)| 


Pode eib. otc 7a dam dbr 


J mr 


et Von a enfin la formule 


F(é, 7) m qin as dm+nl F(a, b) f(a, b)on(a, b)| 
Poe, Q Q))- Lene Malls okt dam dbn— 
D(x, y) Jx=t 
4 


qui rappelle complétement la premiére forme de la formule de 
Lagrange pour une variable. 

D’une maniére toute semblable, on obuiendrait une seconde 
formule, donnant le développement de la fonction ®(§, 4), en po- 
sant 
D(P, Q) 

D(x, y ) 


cot of atin Of do of 0% 
= (a y)[r— ak 9 +n 2 tS): 


F(2, vy) = P( 2, y) 7 — 


Nous n’écrirons pas ce développement dont les coefficients sont 
moins simples que dans le cas d’une variable. 
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CHAPITRE X. 


SUR LA REPRESENTATION CONFORME. 


I. — Quelques remarques générales. Arcs analytiques. 


1. Nous avons déja indiqué (t. I, p. 429) les propriétés élémen- 
laires de la représentation conforme; nous youlons maintenant 
nous occuper particuliérement de la représentation conforme d’une 
aire donnée sur une autre aire également donnée. Mais, avant d’a- 
border ce probléme, faisons quelques remarques générales. 

Soit 
(1) thi (Zp 


J() étant une fonction holomorphe dans le voisinage de z = a et 
J'(a) étant différent de zéro; en posant f(a) = 0, d’aprés le théo- 
reme démontré (Chap. IX, § 9), on peut, autour de a et b comme 
centres, décrire, dans les plans respectifs des variables z et Z, des 
cercles y et T tels que, pour une valeur de Z contenue dans I, |’é- 
quation (rt) n’ait qu’une seule racine z contenue dans y; de plus, 
la fonction implicite z est une fonction holomorphe de Z dans Lr. 
Aux points z de y pourront correspondre des points Z en dehors 
de T; réduisons alors la région dans le plan s, en prenant un 
cercle y, concentrique a y, tel qu’a tout point de l’intérieur de y, 
corresponde un point Z situé dans I’. Ceci posé, si a Vintérieur 
dey, on décrit une courbe fermée c, ne se coupant pas elle-méme, 
il lui correspondra dans le plan T une courbe fermée C et lon 
aura une représentation conforme lune sur l’autre des deux aires 
limitées par c et C. Cette représentation sera telle qua chaque 
point de V'une quelconque des deux aires correspondra un seul 
point de Vautre. La chose est évidente, puisque, d’aprés ce qui 
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a été dit, a deux points différents s ne peut correspondre la méme 
valeur de Z. 


2. Il nous faut maintenant définir ce qu’on appelle un arc de 
courbe analytique. Supposons qu’une courbe soit telle que les 
coordonnées x et y d’un point arbitraire soient des fonctions ana- 
lytiques d’un paramétre ¢ 

i= Fie)): 
imo (ey): 


J(¢) et 9(2) sont supposées des fonctions holomorphes de ¢ dans 
le voisinage de la valeur réélle ¢ = ty, les coefficients du dévelop- 
pement en série suivant les puissances de ¢ — ¢y étant, bien en- 
tendu, réels. Nous dirons que cet are est analytique ; de plus, cet 
are analytique sera régulier au point correspondant a ¢ = fy, si 
Von a pu choisir le paramétre ¢, dont dépendent analytiquement x 
et y, de telle sorte que 


S'(t) et 9'(to) 


ne soient pas nuls a la fois. Un arc déterminé «8 sera dit régulier, 
s'il est régulier en tous ses points. 

La notion d’are régulier joue un réle important dans les ques- 
tions relatives a l’extension des fonctions harmoniques. Ainsi, 
soit un contour fermé C, et admettons qu’une portion af de ce 
contour forme un arc régulier de ligne analytique. On se donne 
sur le contour une succession de valeurs, et l'on suppose que l’en- 
semble des valeurs données le long de l’are «3 forme une fonction 
analytique du paramétre t. Dans ces conditions, nous allons 
démontrer le théoréme suivant di 4 M. Schwarz : 


La fonction harmonique prenant les valeurs données sur le 
contour peut se prolonger analytiquement au deladeUare «8. 


3. Nous établirons d’abord deux cas particuliers de ce théo- 
réme. Supposons que l’arc «8 se réduise 4 un segment de l’axe 
des x, et que les valeurs données le long de a8 se réduisent a séro. 
D’un point 2 de «8 décrivons une demi-circonférence y contenue 
dans l’intérieur de Vaire (fig. 29). La fonction harmonique w 
que nous étudions prend certaines valeurs le long de y. Or com- 


270 CHAPITRE X. 


plétons la demi-circonférence y par la demi-circonférence y' sy- 
métrique par rapport 4 Ow. Formons maintenant la fonction har- 


monique ¢, continue a l’intérieur du cercle limité par y et ¥’, 
prenant sur y les mémes valeurs que w et prenant, en chaque 
point de y’, une valeur égale et de signe contraire a la valeur de u 
au point symétrique par rapport 4 Ow qui lui correspond sur y. 
Il est aisé de voir que la fonction ¢ ainsi définie s’annule sur le 
diamétre Ox; c’est ce que montre la formule de Poisson 


e= 


1 7°" (R?—r*) f(y) db 
4 R2 


oT —2Rrcos() —o)+ 7?’ 


puisque, d’aprés nos hypothéses, 
A) eet | ee 


La fonction ¢ et la fonction w prennent donc les mémes valeurs 
sur la demi-circonférence y et sur son diamétre Ox. La fonction u 
coincide done avec ¢; ¢ est une fonction harmonique définie dans 
tout le cercle limité par y et y’. Il en résulte que wu peut se pro- 
longer analytiquement au dela de Ox, comme nous voulions 
Pétablir. 

Examinons maintenant le cas moins particulier ou, l’are «8 
étant toujours un segment de l’axe de a, les valeurs données le 
long de a8 forment une fonction analytique de x. Soit, dans le 


voisinage de 29, 

F(@) = G+ 1% (@ — %)+ as (a — ay)2+. ae 
la valeur de cette fonction. La fonction 

J (4) = A+ %(5 — %q) + (5 — 2)?+... 


sera une fonction holomorphe de z dans le voisinage de s = xy. 
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Mettons-la sous la forme 
S(4) = P(x, y) + 1Q(, y). 


Soit, d’autre part, notre fonction harmonique w( a, 7’) satisfaisant 
au probléme proposé. La différence 


u(e, y)—P(z, 7) 


sera une fonction harmonique s’annulant sur l’axe des x dans le 
voisinage de x). On pourra donc, d’aprés ce qui vient d’étre 
établi, la prolonger analytiquement au dela de l’axe des x. Or 
P(x, ~) est définie des deux cdtés de cet axe, il en est, par suite, 
de méme de u(x, y) dont le prolongement analytique devient dés 
lors éyident. 

Nous arrivons enfin au cas général qui va se ramener au cas 
précédent. Nous avons, pour définir l’arc «8 dans le voisinage d'un 
de ses points (2, Yo); 


w=@%+a(t—t)+a(t—t)P+..., 


Y =Jo* O(t— tf) + O'(t—b&)?+..., 


les coefficients a et bn’étant pas nuls tous deux. On peut effectuer 
une transformation conforme qui transforme une petite aire, autour 
du point (29, 7%) dans la figure proposée, en une autre oti la 
courbe correspondant a l’arc «4% sera un segment de l’axe des 
quantités réelles. Il suffit, en effet, de faire la transformation con- 
forme entre z et T représentée par 


B= Xy+ tyypt+ (a+ ib)(T—t&)+ (e+ 1b’) (T—&)?+.... 


Le coefficient a+-7b n’étant pas nul, nous sommes assuré qu’a une 
petite région du plan z == 2 + cy (autour du point 59 = 2+ ly), 
traversée par l’are «8, correspondra, dans le plan de la variable com- 
plexe T, une région autour du point ¢ situé sur Vaxe réel, et cet axe 
réel correspondra a l’are 48. Nous sommes donc ramené au second 
cas particulier que nous avons examiné ci-dessus. La fonction har- 
monique de x et y que nous étudions se transforme en une fonction 
harmonique de ¢ et ¢’, en posant T = ¢-+- it’; les valeurs qu’elle 
prend sur le segment de I’axe des ¢, ott nous avons a la considérer, 
forment une fonction analytique de t: on peut donc étendre ana- 
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lytiquement la fonction au dela de l’axe des ¢, et, par suite, en 
revenant a la figure primitive, au dela de l’are «8. 

4. Un cas particuli¢rement simple et intéressant est celui d’un 
contour fermé C qui, pris dans son ensemble, forme un seul are 
régulier de ligne analytique : tel est le cas d’un cercle ou d'une 
ellipse. Si les valeurs données sur ce contour forment, dans le 
voisinage de chaque point, une fonction analyuique du paramétre, 
en fonction duquel on peut exprimer les coordonnées d’un point 
de la courbe, la fonction harmonique prenant ces valeurs sur le 
contour pourra étre étendue au dela de cette courbe et sera néces- 
sairement déterminée dans un certain contour C’ comprenant a 
son intérieur le contour C et en étant suffisamment rapproché. 

Un contour C peut étre formé de plusieurs ares réguliers de 
lignes analyuiques, comme par exemple un contour polygonal. Les 
sommets, e’est-a-dire les points communs a deux de ces lignes 
analytiques, sont des points autour desquels on n’est pas assuré 
de pouvoir faire le prolongement analytique de la fonction; il 
arrivera méme, en général, que ce prolongement analytique sera 
impossible. Ainsi, dans le cas actuel, le prolongement analytique 
de la fonction harmonique est possible en tous les points du con- 


tour, sauf aux sommets. 


II. — Représentation conforme d’une aire simple 
sur un cercle. 


5. Une des applications les plus intéressantes que Riemann ait 
faite du principe de Dirichlet est relative 4 la représentation con- 
forme d’une aire limitée par un seul contour (ou simple) sur la sur- 
face d’un cercle ('). Ainsi, étant donnée une aire simple A limitée 
par un contour GC, dans le plan de la variable s, et un cercle dans le 
plan de la variable Z, nous allons montrer qu’on peut trouyer une 
fonction analytuque uniforme 


Li fiz), 
telle qua chaque point de A corresponde un point du cercle et 


(*) Riemann, Dissertation inaugurale (OLuyres completes, p. 40). 
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7 
qu inversement & chaque point du cercle corresponde un point 
et un seul de A. 

Admettons l’existence de la fonction précédente : nous suppo- 
sons que le cercle ait l’origine pour centre et unité pour rayon, 
et de plus que le centre du cercle corresponde au point 3) de 
aire A, c’est-a-dire que 

I (4) = 0, 


s, élant une racine simple de cette équation. 


De la définition méme de la représentation conforme résulte 
que f(<) n’a pas d’autre racine a lintérieur de Vaire A et sur son 
contour C: par suite, cette fonction est nécessairement de la 
forme 


H(z) étant une fonction holomorphe a Vintérieur de aire A, qu il 
s'agit de déterminer. Posons 


H(z)=P+2Q et 2— By9= re'?; 
on peut alors écrire f(s) sous la forme 
fla) = eboersPri0ra), 


ott Logr désigne le logarithme arithmétque de + ou de | s — sy]. 
Pour qu’a chaque point du contour Q, dans le plan des z, corresponde 
un point de la circonférence de rayon wn dans le plan des Z, il faut 
que la fonction Logr +- P s’annule sur le contour C. Done P est 
une fonction harmonique uniforme et continue dans toute Vaire A 
et prenant sur C la succession de valeurs indiquée par la fonction 


— Logr. 
Nous pouvons, d’aprés le principe de Dirichlet, former une fonc- 


tion harmonique ainsi définie, et la fonction Q, qui est la fonction 
associée de P, est alors déterminée par l’intégrale 


*Y OP oP 
Q(z, y) = a ae 


TeYo 


ol y désigne une constante arbitraire. 


6. Nous connaissons donc, une fois fixé le point s, de A qui 
P. — If. 18 
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doit correspondre au centre du cercle, la forme nécessaire de la 
fonction H(z) et, par suite, de la fonction de transformation. 

Partant maintenant a priori de l’expression précédente, mon- 
trons qu’elle donne bien la transformation cherchée. Soit 


U=P-+ Log, 
V=Q-+9; 


on suppose qu’on donne une valeur déterminée:a la constante ar- 
bitraire y qui entre dans l’expression de Q. 

La fonction harmonique U sera nulle sur C, égale 4 —c au 
point Zp et continue en tout autre point de l’aire; elle sera done 
négative pour tous les points de A. Les courbes 


(2) Ua, 7) =a (a<0) 


seront des courbes fermées ne se coupant pas elles-mémes et sé- 
parant la région de l’aire A ot P>a de celle o1 P< a; elles 
comprennent Z, 4 Jeur intérieur. Tout cela résulte des propriétés 
des fonctions hafmoniques : la courbe (2) contient 39 a son inté- 
rieur, sinon la fonction U, constante sur la courbe, serait constante 
a son intérieur et, par suite, dans toute laire; pour a méme raison 
également la courbe ne se coupe pas elle-méme. A la courbe (2) 
correspond, par la transformation 


Z = f(z) = ev+iv 
dans le plan Z, la circonférence de rayon e@ ayant l’origine pour 


centre. Nous allons voir qu’a un point de cette circonférence cor- 
respond un point et un seul de la courbe (2). Des deux relations 


oU _ ov 

da oy’ 
wa. 
oy sat 


on déduit, relauyement a une courbe fermée quelconque, 


dU_ av 
saad ae ye td 


aia ds 


Pace aia AB' j 3 : 
la dérivée ae étant prise dans le sens de la normale intérieure et 
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AV ; Fie Mtg op é 
ae représentant la dérivée de V considéré comme fonction de 


? , , e.8 
are s de la courbe, cet are étant compté positivement dans le sens 
4 dU F A ; 
direct. Or, sur la courbe (2), qn °Stconstamment négatif, par suite 

dv 
ds 


en croissant quand le point (a, y) marche sur la courbe (2) dans 


est toujours positif. La fonction V(2,v) va donc constamment 


le sens positif, et puisque, dans l’expression 


¢ a augmenté de 27 aprés un tour complet, il en est de méme de 
V. Il en résulte que le point Z correspondant a s décrit d’une 
maniére continue, toujours dans le méme sens, le cercle de rayon 
e*. A un point Z de cette circonférence correspond donc un point 
et un seul de la courbe (2). Nous voyons maintenant bien nette- 
ment qu’a un point Z du cercle de rayon wn, dans le plan de la 
variable Z, correspond un point s et un seul dans l’aire A. A un 
point Z correspond, en effet, une valeur déterminée de a: c’est 
celle pour laquelle 
Ca | Z € 

On a alors dans le plan z une courbe (2) et sur celle-ci, comme 
nous venons de le dire, un point et un seul correspond a Z. On 
voit qu’il reste dans la fonction employée pour la transformation 
une indéterminée réelle, la constante y; elle sera déterminée si 
lon se donne le point du contour C qui devra correspondre a un 
point de la circonférence. 


7. Le probléme de la représentation conforme de laire A sur 
un cercle est complétement résolu par la formule 


A= f(s), 


c’est-a-dire qu’a chaque point de ’intérieur d’une quelconque de 
ces deux aires correspond un point et un seul de l’intérieur de 
Pautre. Relativement aux points du contour C et de la circonfé- 
rence du cercle, une difficulté se présente dont Riemann ne 
parait pas s’étre préoccupé. Revenons, en effet, aux deux fone- 
tions P et Q qui ont joué le réle essentiel. La fonction P(a, yv) 
est définie a l’intérieur de l’aire A et sur le contour C lui-méme, 
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mais il n’en est pas de méme de la fonction associée Q. Celle-ci 
est, en eflet, définie par lintégrale 


et nous ne sayons rien, du moins en général, sur les valeurs de 
oP oP 4 At ; 

5 eb —— sur le contour C. En s’en tenant aux raisonnements des 
OX oy 


précédents paragraphes, on ne peut donc rien affirmer sur la cor- 
respondance des points des contours limitant les deux aires. 

Dans un cas particulier, d’ailleurs trés étendu, la difficulté 
se léve immédiatement. Supposons d’abord que le contour C soit 
formé tout entier d’un seu are régulier de ligne analyuique (une 
ellipse, par exemple). Comme la succession des valeurs donnée 
par 

— Logr, 

que prend P(a, y) sur C, est une fonction analyuque de x ety, 
elle est aussi une fonction analytique du paramétre avec lequel 
on exprime analytiquement les coordonnées d’un point de C. 
Nous pouvons done faire usage de la remarque du § 4; la fone- 
tion P(x, y) peut s’étendre un peu au dela de C: les dérivées 


oP oP : : Fhe. : 
a el Oy sont, par suite, déterminées pour tous les points de C, et 
OL & f 


il en est alors de méme de Q(z, yv). La difficulté est levée; nous 
sommes assurés de la correspondance unique entre les points du 
contour C et de la circonférence. 

Si lon a un contour formé de plusieurs arcs réguliers de ligne 
analytique, la question est un peu moins simple. La fonction 
P(a,y) pourra bien s’étendre au dela de tous les points du con- 
tour, mais 4 exclusion des sommets ('). Nous allons montrer en- 
core que les différents points de C correspondent a des points 
différents de la circonférence. Il suffira de considérer un con- 
tour C présentant une pointe unique A. Envisageons les courbes 


UCary) as 


(') On ne doit pas oublier qu’un point du contour, of se rencontrent deux 
lignes analytiques différentes tangentes entre elles, est, dans nos raisonnements, 
a considérer comme un sommet. 
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et leurs trajectoires orthogonales partant de deux points « et 8 

de C situés de part et d’autre de A. Pour une valeur de a néga- 

tive et trés petite, nous aurons une courbe yoisine de A, qui ren- 
contrera en « et 8! les deux trajectoires orthogonales. 

Considérons alors, au lieu du contour C (fig. 30), celui qu’on 


Fig. 30. 


a 
AN 
p 
ra 
C 
ees 
sa Raih tee Ee 


obtient en remplagant Vare «A par les ares a2/, #8’, BB. Les 


« 


fonctions P et Q et, par suite, U et V, sont parfaitement définies 
en tous les points de ce contour, ainsi que leurs dérivées du pre- 
mier ordre. Dans le plan Z va correspondre a ce contour une por- 
tion déterminée de la circonférence de rayon un et un arc inté- 


rieur. Or, en se servant toujours de la relation 


dU dV 


Gnas 


el en remarquant que, sur 4C8'a'a, ae est toujours négatif ou 
nul (cette dérivée est nulle sur les portions az’, 83! des trajectoires 
orthogonales), on yoit que les points Z de la circonférence de 
rayon wn, correspondant aux différents points de Pare «C8 de C, 
sont eux-mémes différents : ils forment un are I’. Faisons tendre 
maintenant « et % vers A; l’are I ira toujours en grandissant a 
mesure que % et 8 se rapprocheront respectivement de A. Nous 
allons montrer que la limite de  formera la circonférence tout 
entiére, c’est-a-dire qu'il ne peut pas arriver que la limite de I 
soit un are dont les extrémités a et b ne coincident pas. En effet, 
dans ce cas, un certain are ab de la circonférence de rayon un 
correspondrait au point A; en d’autres termes, 3 considérée 
comme fonction de Z serait une fonction holomorphe a Vintérieur 
du cercle de rayon wn et, quand Z tend vers un point quelconque 
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de l’are ab, z tendrait toujours vers la méme constante. Or ceci 
est impossible : nous le montrerons bien nettement en nous repor- 
tant aux théorémes généraux établis au commencement de ce 
Chapitre. Si on pose, en effet, 


z=9(X,Y¥)+ib(X,Y) Z=X+iY), 


les deux fonctions harmoniques © et 4 prenant des valeurs con- 
stantes en Lous les points de ab pourront se prolonger analytique- 
ment au dela de ab (§ 3); la fonction z de Z pourra done se 
prolonger analytiquement au dela de l’arc ab, mais comme elle 
est, par hypothése, constante en tous les points de ab, elle devra 
étre constante dans toute la région ot elle est définie, ce qui est 
absurde. On yoit done qu’au point A de C correspond un seul 
point de la circonférence de rayon un. Il y a donc bien corres- 
pondance unique entre les points des deux contours. 

M. Painlevé (') s’est occupé, dans I’étude de la représentation 
conforme pour les points du contour, du cas ov celui-ci n’est pas 
formé de lignes analytiques. Nous renverrons a l’intéressant ar- 
ticle du savant géométre; les considérations délicates dont il fait 
usage nous entraineraient trop loin. 


III, — Quelques exemples de représentation conforme. Méthode 
de M. Schwarz pour le principe de Dirichlet. 


8. Indiquons quelques exemples de représentation conforme, 
ot nous pourrons effectuer la transformation a l'aide de fonctions 
déja étudiées. 

Il sera généralement plus simple de considérer, au lieu d’un 
cercle, un demi-plan, c’est-a-dire la portion d’un plan située du 
méme cédté d’une droite indéfinie. Ces deux aires se raménent 
immédiatement Pune a l’autre; nous avons vu, en effet (t. I, 
p- 436), qu'une transformation 


az-+b 
cat+d 


L= 


transforme une circonférence en une circonférence, et, par con- 


(1) P. PAINLEVE (Comptes rendus, t. CXII; 1891). 
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séquent, une ligne droite en une circonférence. Les points d’un 
demi-plan, dans le plan des z, correspondront done aux points 
(un cercle dans le plan des Z. 

Cherchons a effectuer sur un demi-plan la représentation con- 
forme dune aire A limitée par deux arcs de cercle. Soient Z et z, 
les deux sommets de cette aire, et ax l’angle des deux tangentes 
en 5, et 2. 

La transformation 


1 
(3) L=(oe) 


s— 3 


va nous permettre de faire la représentation conforme de l’aire A 
sur un demi-plan. Nous supposerons, pour simplifier, que. so 
el 5; soient réelles; s étant a Vintérieur de laire, nous pouyons 
prendre pour argument de 


= 


langle oti compté de 3») en 3, (cet angle sera compris entre o 
et ~ quand z sera au-dessus de Oz, et il sera compris entre = et 
2%, Siz est au-dessous de cette méme ligne), On voit de suite 
qu’a chacun des deux arcs de cercle limitant A correspond dans 
le plan Z une demi-droite issue de l’origine, puisque l’angle zz, 
est constant sur chacune de ces deux lignes. De plus, la diflférence 
des arguments de (4) sur chacune de ces deux lignes sera égale a 
Vangle des deux circonférences, c’est-a-dire 4 ax. Les deux demi- 
droites feront done entre elles un angle égal a =, c’est-a-dire 
quelles seront sur le prolongement l'une de Vautre. Il est alors 
évident que l’aire A correspond a |’un des deux demi-plans déter- 
minés par cette droite indéfinie. 


; aes “ I 
En particulier, considérons un demi-cercle; on aura 4 = et la 


transformation cherchée sera réalisée par la formule 


/Z— Zo \2 
Die (=~) ‘ 
S— 41 
Considérons encore l’aire d’un secteur et cherchons 4a en faire la 


représentation conforme sur un demi-plan. Il suffira de transfor- 
mer d’abord le secteur en un demi-cercle, ce qui se réalisera par 
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la formule 


1 
Lio, 


wn 


i ax désigne l’ouverture d’angle du secteur. 


9. Faisons maintenant une remarque générale avant d’aborder 
des cas un peu moins simples. Soit Z = /(z) une fonction holo- 
morphe a Vintérieur de l’aire limitée par un contour simple (c) 
sur le plan des z, et supposons que, sur ce contour, la fonction 
prenne une série de yaleurs toutes différentes et formant une 
suite continue. Au contour (c) correspond alors, dans le plan des 
Z, un contour simple (C) ne se coupant pas, et tel, par consé- 
quent, que la variation de l’argument de Z— Z’ soit nulle ou 
égale 4 27, suivant que le point Z’ est extérieur ou intérieur a ce 
contour, lorsque le point Z décrit le contour (C). 

Cela posé, soit z’ un point de laire limitée par le contour (c) et 
Z' = f(2') le point correspondant dans le plan des Z : lorsque le 
point 3 décrit le contour (c), le point Z décrit le contour (C), et 
Vargument de la fonction /(s) — f(3’) est, 4 chaque instant, iden- 
tique a l’argument de Z 


Z'. Par suite, Ja variation de l’argument 
de f(z) —/(') ne peut étre égale qu’a séro ou a 27. Or elle est 
différente de zéro puisque le point s = 3’ est une racine de la 
fonction f(z) — f(z’): done elle est rigoureusement égale a 27. 
On en conclut immédiatement qu’a tout point z’ pris 4 Vintérieur 
de (c) correspond un point Z’ intérieur au contour (C) et unseul, 
el que, réciproquement, a tout point Z/ intérieur au contour (C) 
correspond un point 3’ intérieur au contour (c) et un seul. 


10. Un exemple intéressant sera fourni par la considération de 
Vintégrale elliptique 


(5) z=[ - da 


“0 Vu—2)a— es) 


k étant réel et compris entre o et 1, et la détermination initiale du 
radical étant 4-1. Enyisageons, dans le plan de la variable z, le 
demi-plan situé au-dessus de Ow, et évitons les points critiques 


bis ae Pe yet ; ° ° . 
+1, + 7 au moyen de demi-circonférences infiniment petites dé- 


— | 


il 
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crites au-dessus de Ow. Cherchons, dans ces conditions, quelle 
va étre aire du plan Z correspondant a ce demi-plan :  allant de o 
a1,en étant réel, Z décrira la droite allant de lorigine au point K; 


= Nept oe . . 
ensuite, quand z vade 1a Z? emayant éyité le point 1 par une demi- 
t 


circonférence située au-dessus de Ox, le point Z décrit la droite 
allant de Ka ¢K’ + K; enfin, s allant de 7 a +c, Z suit la droite 
allantde 7K’ + KacK’, En faisantaller zdeoa 
méme maniére que Z décrit un contour symétrique du premier par 
rapport aOY(Z=X + 7Y). Ilen résulte qu’a l’axe des x dans le 
plan des z correspond dans le plan Zle périmétre d’un rectangle R 
de coté 2K et de hauteur K’. 

Il nous suffit maintenant de remarquer qu’aux différents points 
de l’axe réel et au point a l’infini du demi-plan correspondent des 
valeurs de Z toutes différentes. On peut alors appliquer au pro- 


x%, on voitde la 


bléme actuel la remarque du paragraphe précédent, puisque la 
fonction Z est holomorphe a Vintérieur du contour simple formé 
par l’axe réel, par les demi-circonférences infiniment petites dé- 
erites au-dessus de Ox pour éyiter les points critiques, et par une 
circonférence de rayon infiniment grand. Nous pouvons done con- 
clure que la formule (5) permet de faire la représentation con- 
forme du demi-plan sur le rectangle R. 


11. Cherchons encore a représenter d’une maniére conforme 
un triangle sur un demi-plan. Nous partrrons a cet effet de Vinté- 
grale 


i [ (2—ay-1(s—b)-1(s — eye dz (e—< D0): 


a, b,c désignent trois constantes réelles, les quantités 2, %, 7 
sont des quantités positives telles que 


yee): BAA 
Ca Pa Y=, 


enfin 39 est une constante dans laquelle le coefficient de z est po- 
sitif. On considére, dans le plan de la variable s, le demi-plan situé 
au-dessus de ]’axe des x. L’intégration est faite dans ce demi-plan, 
et, quand on intégre le long de l’axe réel, on évite les points cri- 
liques a, b, e par des demi-circonférences infiniment petites si- 
tuées au-dessus de Ox. 
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Dans ces conditions, cherchons quelle est la portion du plan Z 
correspondant au demi-plan. Quand z varie entre deux des points 
critiques, soit, par exemple, @ et b, en suivant l’axe des a, Vinté- 
grale 


fe a)%-1( 3 — b)B-1(s — c)Y-1 ds 


aura visiblement un argument invariable, c’est-i-dire que le 
point Z décrira un segment de droite AB, et, s marchant dans le 
méme sens de a a b, le point Z marchera aussi dans le méme sens 
de A en B, puisque la dérivée de Z ne peut s’annuler quand = est 
compris entre a et b, Ce que nous venons de dire de a a b s’ap- 
plique 4 Vintervalle de 6 a c, auquel correspond BC; mais, quand 
= décrit un demi-cercle infiniment petit autour de b, largument 
de (s — b)®~! a diminué de 


a(8 —1): 


les deux directions BA et BC font done un angle égal a Bx; avec 
plus de précision, une rotation de Sx dans le sens négatif améne 
la direction BA sur la direction BC. Si maintenant s va deca 
+, Z décrira un segment de droite CC’, partant de C et faisant 
avec lui un angle yz et CC’ est tellement placé que la direction CB 
coincide avec CC’ par une rotation de yx dans le sens négatif. Re- 
marquons maintenant que, de quelque maniére que 3 aille a l’in- 
fini dans le demi-plan, Z tend toujours vers C’; de plus, en ap- 
pelant uv’ Vaffixe de C’, on a pour 5 trés grand le développement 


Z = p'+- Ks ree +... (ky 4 0), 


conséquence immédiate de la relation « +- 6+ YS; L’argument 
de Z — py’ augmente donc de — 7% quand z passe de + 0a —o, 
et il en résulte que, s variant de — aa, le point Z décrit le seg- 
ment rectiligne C/A qui est le prolongement de CC’. Nous arri- 
vons ainsi a la conclusion suivante: Le périmétre du triangle ABC 
correspond at’axe réel du plan s. 

Nous n’at®ns plus maintenant qu’a appliquer la remarque du 
§ 9 pour en conclure que le demi-plan correspond uniformément 
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a Vaire du triangle ABC au moyen de la transformation 
‘hi [ (s—a)%1(s — b)B-1(3 — c)y¥-' ds. 
Js, 


Nous savons done faire la représentation conforme sur un demi- 
plan dun certain triangle dont les angles sont égaux a an, Br et 
yx. Tout triangle étant semblable a un tel triangle pour des va- 
leurs convenables de a, 8, y, il en résulte que le probléme de la 
représentation conforme d’un triangle sur un demi-plan est com- 


plétement résolu, 


12. On peut dune maniére plus générale considérer la trans- 


formation 


yé [ (3s — a)%-1(5 — b)B-!...(5 — 1) dz, 


e/ ~ 
So 


ota, b, ..., ¢ sont m constantes réelles; , 6, ..., A sont des 
quantités positives telles que 


G+-B-+...+A=m—a2, 


el Sy est encore une constante dans laquelle le coefficient de ¢ est 
positif. Quelle sera la portion du plan Z correspondant au demi- 
plan supérieur du plan des 3? On verra, comme dans le cas du 
triangle, qu’a axe Ow correspond une ligne polygonale fermée, 
et les angles, comptés comme précédemment, que font entre eux 
les divers cdtés de cette ligne sont respectivement 


am, Gr, ..., An. 


La ligne polygonale fermée limitera une certaine aire. Celle-ci 


_D 


sera nécessairement connexe comme celle du demi-plan, c’est- 
d-dire qu’on pourra passer d’un point a un autre de laire en res- 
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tant a son intérieur; en d’autres termes encore, l’aire limitée par 
la ligne brisée ne pourra se fractionner en plusieurs autres aires 
polygonales n’ayant que des sommets communs. Ainsi, pour le cas 
de m= 4, on ne pourra avoir la configuration ci-contre repré- 
sentée par ABCDA (fig. 31). 

Il est important de remarquer, ct c’est ici une différence avec 
le cas du triangle, qu’a une valeur de Z ne correspond pas d’une 
maniére nécessaire une seule valeur de z ou, en d’autres termes, 
que la série des valeurs que prend la fonction Z sur l’axe réel et a 
Vinfini ne forme pas nécessairement une suite de valeurs toutes 
différentes. L’aire polygonale peut, en effet, se recowerir partiel- 
lement elle-méme ; c'est ce qwindique la fig. 32. L’aire limitée 


Eig oor 


par la ligne polygonale ABCDEFGH se recouyre partiellement 
elle-méme; on voit bien en effet que la partie ombrée appartient 
deux fois i Vaire polygonale. A une valeur de Z répondant a un 
point de cette partie ombrée correspondront deux valeurs de s. 

Nous n’insisterons pas davantage sur cette quesuon de la repré- 
sentation conforme d’un polygone rectiligne sur un demi-plan. La 
forme de la fonction & employer pour cette représentation con- 
forme et dont nous venons de faire usage a été obtenue par 
M. Schwarz et par M. Christoffel. Quand a la détermination eflec- 
tive des constantes a, b, ..., ¢ pour un polygone donné, elle 
n’est pas sans présenter quelques difficultés; nous y reviendrons 
dans la théorie des équations aux dérivées partielles ('). Nous 


(*) On consultera, sur ce sujet, un Mémoire de M. Schlaffli : Zur Theorie der 
conformen Abbildung (Journal de Crelle, t. 78). 


> 
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aurons 4 étudier aussi plus tard la représentation des aires limitées 
par des ares de cercle, qui se rattache a la théorie des équations 
linéaires du second ordre ('). 


13. Je terminerai ce qui a trait a la représentation conforme 
en considérant un cas trés simple relatif a deux aires limitées par 
plusieurs contours. Deux aires A et A’ limitées chacune par un 
seul contour peuvent étre représentées d’une maniére conforme 
une sur autre : on peut, en effet, faire la représentation conforme 
de chacune d’elles sur une circonférence et cet intermédiaire 
permet de réaliser la transformation cherchée. Des circonstances 
toutes différentes se présentent pour les aires limitées par plu- 
sieurs contours; dewx aires A et A’, limitées chacune par un 
méme nombre de contours, ne peuvent pas, en général, étre re- 
présentées d'une maniére conforme lune sur Vautre. L’étude 
approfondie de ce nouveau probléme a été faite par M. Schottky 
dans un beau et important Mémoire (*); cette intéressante ques- 
tion se rattache étroitement a l’étude de la correspondance entre 
les points de deux courbes algébriques, et nous nous en occupe- 
rons quand nous aurons tous les éléments nécessaires pour la ré- 
soudre. 

En ce moment, je ne prends qu'un cas extrémement particulier, 
sur lequel nous nous sommes appuyé au Chap. LV. 

Ktablissons entre le plan des z et le plan des Z la correspon- 
dance 


c désignant une constante positive. A une valeur de = correspond 
une seule valeur de Z; mais a une valeur de Z correspondent les 
deux valeurs 


(') Voir, sur ces questions, le tome IL des Mémoires de M. Schwarz, ow l’on 
trouyera encore beaucoup d’autres exemples de représentation conforme. On lira 
aussi dans le Tome I des Lecons de M. Darboux le Chapitre qu’il consacre a cette 
théorie. 


(7) Scnorrky, Conforme Abbildung mehrfach susammenhdngender ebener 
Flichen (Journal de Crelle, t. 83). 


186 CHAPITRE X. 


entre lesquelles existe la relation s/s’ c?. Considérons le cercle 


Fig. 33. 


(C) (fig. 33) décrit de Porigine comme centre ayec ¢ pour rayon; 
on peut, en choisissant pour le radical \/Z? — c? une détermination 
conyenable, supposer que le point 3’ est extérieur a la circonfé- 
rence (C); le point z” est alors intérieur a cette circonférence, et 
on Vobtient en prenant Vinverse du symétrique du point 3’ par 
rapport a Paxe des  relativement a la circonférence (C). 
Supposons que le point z décrive dans le plan des 5 une circon- 
férence de rayon 7 et de centre O, et cherchons la ligne que le 


Fig. 34. 


point Z va décrire dans son plan (fig. 34). On aura, en posant 


r= e!?, 


ce ; (oe 
2(X+7Y)= (r+ <) cose + i(r— ) sin 9, 


et, par suite, la courbe décrite par le point Z sera l’ellipse 
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dont les foyers F et F’ sont les points + ¢ et —e dans le plan des Z. 
Done 4 la série des cercles ayant l’origine pour centre dans le plan 
des s correspond une série d’ellipses homofocales dans le plan 
des Z et inversement. Mais, tandis qu’a un cercle dans le plan des = 
correspond une seule ellipse dans le plan des Z, 4 une ellipse E 
dans le plan des Z correspondent deux cercles (C’) et (C”) dans 
le plan des z, dont les rayons sont liés par la relation 7/7"= c? : 
l'un est par conséquent extérieur au cercle (C) et l'autre intérieur. 
Lorsque le point Z décrit Vellipse E, les points 3! et 3” décrivent 
simultanément ces deux cercles en sens inverse, avec des argu- 
ments 4 chaque instant égaux et de signe contraire. 

Lorsque, 7 partant de zéro augmente jusqu’a c, Vellipse E par- 
tant de l’infini balaye tout le plan des Z en s’aplatissant et se ré- 
duisant pour r= c aladroite double FF’. Si l’on continue ensuite 
a faire varier r de c a Vinfini, on balaye de nouveau tout le plan 
des Z en repassant par la méme série d’ellipses dont les dimensions 
vont sans cesse en augmentant. Donec au plan Z tout entier cor- 
respond, d’une part la portion du plan des = extérieure a la circon- 
férence Cet d’autre part la portion du plan des zs intérieure a cette 
circonférence. 

Bornons-nous, pour fixer les idées, a la partie du plan < exté- 
rieure a C; nous partirons de la correspondance 


3=Z+YZ2— c?, 


On suppose tracée dans le plan Z la coupure (— c, + ¢) que Z 
ne deyra pas franchir; la fonction \/Z?— c? est alors uniforme 
et on la suppose positive quand Z est réel et supérieur a c. La 
formule précédente fait correspondre le plan Z, ot est tracée la 
coupure (— c, + ¢), a la partie du plan z extérieure a C. En parti- 
culier, aire comprise entre deux ellipses homofocales de foyer 
(—c, + ¢) se trouve transformée en une aire limitée par deux cir- 
conférences. Il en résulte que le probléme de Dirichlet peut étre 
facilement résolu pour deux ellipses homofocales, puisqu’il se 
résout trés simplement pour deux circonférences concentniques. 
L’une des ellipses homofocales peut se réduire a la droite joignant 
les deux foyers; c’est de ce cas particulier que nous avons fait 
usage en exposant la méthode de M. Poincaré ( p. 97). 
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14. On peut, du mode de correspondance précédent, déduire, 
a Vaide du théoréme de Laurent, une forme de développement en 
série pour une fonction de f(z) holomorphe dans l’aire comprise 
entre deux ellipses homofocales. I suffira d’énoncer les résultats 
que le lecteur démontrera sans peine. On aura d’abord de suite le 
développement 


+ 0 

PT ae \ oe = 1. game 

f(3)= Nan(s+ z?— c?) ; 
—_—e 


les a étant des constantes. Un cas particulier intéressant est celui 
oti la fonction f(z) est holomorphe a Vintérieur dune ellipse de 


foyers (—e, + ¢); on peut facilement montrer que lon a dans ce 
cas 


Am = CP" Ay, 
et on trouvera alors le développement 


meno 


Ve MS Gnesi 


moa 


P,,(s) désignant le polynéme d’ordre m 


P,,(s)=(4 +s c2)”™ (2 ¥s2— cc)”. 


Une fonction holomorphe, a Vintérieur d’une ellipse, se trouve 
ainsi développée en une série de polynémes. Pour c= 0, on re- 
tombe sur le développement de Taylor. 


15. Nous reviendrons une derniére fois, en terminant ce Cha- 
pitre, sur le probleme de Dirichlet, qui nous a déja occupé dans 
cet Ouvrage, pour indiquer la méthode de M. Schwarz ('). En fait, 
une partie de cette méthode a été exposée quand nous avons parlé 
du procédé alterné (p. 77); nous allons avoir 4 en faire usage. 
M. Schwarz raméne la solution au probléme de la représentation 
conforme; on sait, en effet, résoudre le probleme de Dirichlet pour 
toute aire dont on a fait la représentation conforme sur un cercle. 

Nous nous bornerons au cas ot le contour serait formé d’ares 


(*) Tome II des OLuyres completes de M. Schwarz (p. 144). 
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réguliers de lignes analytiques faisant entre eux des angles diffé- 
rents de zéro ('). Il suffit évidemment de montrer que nous 
pouyons décomposer l’aire S limitée par ces arcs en un nombre 
limité d’aires partielles représentables sur le cercle et empiétant 
les unes sur les autres, car alors le procédé alterné donnera la so- 
lution. 

Sur un are régulier de ligne analytique nous pouvons prendre 
un are assez petit a8 pour qu’une représentation conforme (§ 3) 
transforme «8 en un segment de droite a! 8! dans le plan de la va- 
riable z’. En joignant @' et 8’ par un arc de cercle, on aura dans le 
plan z une aire limitée par lacourbe «§ et par un certain arc ne la 
coupant pas sous unangle nul, et l'on pourra manifestement en faire 
la représentation conforme sur un cercle. Ceci posé, on pourra 
fractionner l’arc analytique AMB en un certain nombre d’ares suf- 
fisamment petits et tels que deux ares consécutifs empiétent Vun 
sur lautre. On joindra deux a deux les extrémités de ces arcs par 
des lignes situées dans S et telles qu’elles limitent, avec l’are cor- 
respondant, des aires dont on puisse faire, comme il vient d’étre 
dit, lareprésentation conforme sur un cercle. L’ensemble de ces 
aires formera une nouvelle aire limitée par arc AB et un are APB 
situé dans S, et, pour cette aire, on saura résoudre le principe de 
Dirichlet par Vemploi du procédé alterné. On peut supposer que 
are APB coupe l’are AB sous des angles différents de zéro. Nous 
répéterons la méme construction pour tous les cdtés du contour. 

En chaque sommet S nous placerons le centre d’un secteur cir- 
culaire intérieur 4 S et empictant sur les deux aires limitrophes 
que nous venons de construire. Ceci sera toujours possible, puisque 
ces aires ont, aux sommets, des angles différents de zéro et que 
langle du contour en chaque sommet est différent de zéro. 

Enfin nous tracerons une série de cercles tout entiers intérieurs 
4 S el qui ne soient jamais tangents entre eux ni aux contours des 
aires auxiliaires, et en assez grand nombre pour que tout point de S 
soit intérieur & un de ces cercles ou a l’une des aires auxiliaires. 
Il suffira évidemment pour cela d’un nombre limité de cercles. La 


(*) On trouvera dans Je Mémoire de M. Schwarz l’examen du cas ot l’angle 
est nul; certaines hypothéses sont alors a faire relativement a l’ordre de contact 
des deux arcs. 


Pp. — Il. 19 
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décomposition de Vaire S en aires partielles empiétant les unes sur 
les autres, pour lesquelles on sait résoudre le probléme de Diri- 
chlet, est donc effectuée, et la question est dés lors résolue. 


16. Il ne sera pas inutile de rappeler que nous avons en défini- 
tive fait connaitre dans ce Livre trots méthodes essentiellement 
distinctes pour la solution du probléme de Dirichlet. Ce sont la 
méthode de M. Neumann (p. 38) s’appliquant aux contours con- 
vexes, celle de M. Poincaré (p. 94) qui est absolument générale, 
et enfin celle de M. Schwarz qui s’est trouvée présentée en deux 
fois, d’abord (p. 77) et ensuite au paragraphe précédent. On 
trouvera une quatriéme méthode dans le livre déja cité de M. Har- 
nack sur le potentiel logarithmique, mais nous nous contente- 
rons d’y renyoyer le lecteur. 


CHAPITRE XI. — THEOREMES SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 291 


CHAPITRE XI. 


THEOREMES GENERAUX SUR LES EQUATIONS 
DIFFERENTIELLES. 


I. — Premiére démonstration de Cauchy relative a l’existence des 
intégrales. 


1. Nous commencerons par donner la premiére démonstration 
de Cauchy relative a l’existence des intégrales d’un systéme d’é- 
quations différentielles ordinaires du premier ordre 


dy 


Gen — eA 5 ar a y e205 Ym) 
dy» 

ia = f(z, Vis ¥25 +++9 Vm) 
AY mn 3 

de = Sim (2, Vis V2) +++ ¥m)- 


Cette démonstration nous est seulement connue par les lecons 
du grand géométre publiées en 1844 par M. Moigno; elle con- 
cerne spécialement le cas oti les fonctions f et les variables sont 
réelles. Son point de départ, aussi naturel que possible, consiste 
a regarder les équations différentielles comme limites d’une suc- 
cession d’équations aux différences. M. Lipschitz (‘) a simplifié 
notablement la démonstration de Cauchy et a bien mis en évi- 
dence les hypothéses fondamentales nécessaires pour la démon- 
stration. 


(*) Lipsentrz, Lehrbuch der Analysis, p. 504. 
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Pour simplifier l’exposition et éviter des indices multiples, 
nous nous bornerons au cas d’une seule équation; la méthode 
s’étendra d’elle-méme aux m équations écrites plus haut. Partons 
done de ’équation différentielle du premier ordre 


Nous faisons sur f(x, y) les hypothéses suivantes. Dans le voi- 
sinage d’un certain systéme de valeurs (2 9, 9), correspondant a 


(1) |z—am|<a, |ly—yol<, 


la fonction réelle /(x, v) des deux variables réelles x et y est 
continue, c’est-a-dire que, étant donnée une quantité ) aussi pe- 
tite qu’on youdra, on pourra déterminer 6 tel que pour 


jAw|<3, J Ay| <3, 
on ait 
| f(@+dAn, y+dyv)—f(a, v)| <A, 


les points (2, v), (a+ Aa, vy + Aj’) étant dans la région définie 
par les inégalités (1). 

De plus, et c’est ’hypothése bien mise en évidence par M. Lip- 
schitz, il sera nécessaire de supposer qu’il existe une quantité po- 
sitive & telle que 


f(z, x2) —f(% mn) 1<Aly2— |. 


Cette hypothése est manifestement d’un caractére trés général ; 
elle est vérifiée, d’aprés le théoreme des accroissements finis, si f 
a, par rapport a y, une dérivée partielle qui reste finie. 

Ceci posé, soit A une quantité positive satisfaisant aux inéga- 
lités 

ASa, AM<8, 
en appelant M la valeur absolue maxima de f/(2,y) pour les 
points du domaine (1). 

Nous allons montrer qu’il existe une fonction continue y de 

x satisfaisant a Véquation différentielle 


d 
~~ = f(z, y), 
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définie pour toute valeur de x telle que 
| t—2Xo | r= A, 
et prenant pour x= x, la valeur yo. 


C’est le théoréme fondamental de la théorie des équations diffé- 
rentielles ordinaires. 


2. Notre point de départ sera le méme que pour arriver a la 
notion de l’intégrale définie au début du Tome I. Considérons une 
valeur x pour laquelle 

|r—a|<A 
(nous pouvons supposer x > x,). On partage l’intervalle x), en 
intervalles 
Boe, L{~Le, «++, Ln12z. 


Formons alors les équations aux différences 


Yi— Yo =(Xi—A%) F(X, Yo); 
Yo— Yr =(F2—271) f(%1,4N1); 


ee 


¥ —yen=(e — Pn-1) f( En, Nn-1), 


qui détermineront successivement les quantilés 7, yo, «--, 
¥n—1, ¥» On doit remarquer que chacune des valeurs trouvées 
pour les y, soit pour 7j, est telle que 


lyi— yo] <8. 
On a, en effet, d’abord pour y,, 
lyi1— Yo | <M(a,— 29) CAM <5; 


pour V2 on aura 


JY2= Vor (*1— Lp) f(z, Yo) + (%o— 21) f (41, 71);3 
donc 
|y2—yo | <M(a2— 2%) << MA <3, 
et ainsi de suite. 


La valeur finale y est donc une expression parfaitement déter- 
minée dépendant de « et des points de subdivision zy, £2, «+, Zp_4- 
Par analogie avec la question que nous avons traitée dans le cas 
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de l’équation trés simple (t. T, p. 2) 


dy 
— = aw), 
dx I(2); 
nous devons nous demander si cette expression y tend vers une 
limite déterminée, quand, x restant fixe, tous les intervalles 
tendent vers zéro, leur nombre augmentant indéfiniment. 
Nous allons montrer qu il y a bien une limite, et celle-ci est la 


fonction de x que nous cherchons,. 


3. Nous considérerons d’abord une premiére loi de subdivision 
telle que l’on passe d’un mode d’intervalles au suivant en fraction- 
nant chacun des interyalles préeédents. Nous allons établir que, 
pour une telle loi de subdivision, vy tend vers une limite, 

Soit 

Wy: ap Stig a OO a ee RN ets See 
le premier mode de subdivision; nous marquerons par un accent 
le second mode de subdivision, et pareillement les valeurs de y 
auront des lettres accentucées. Soient lintervalle wgvgy, et 


BiH Boy suey Shay eee 
les valeurs intermédiaires des 2’. 


On aura 


17m — yi <. (%m — x) M 2 (Vas ae vq)M. 


Nous supposons la premiére subdivision poussée assez loin pour 
que 
Vy+1 7° Vy — 8 et (Bas = vy)M & ae 
6 et A se correspondant d’aprés les notations du § 1: on aura par 
suite 


(E) | FC ems Ym) — f(x, ¥i)| < A, 
Or ona 


Yin — Yt = (Vp — 21) S (2s 11) 
Via Via, = (Lhe Var) A(Slars Yar) 


aoe | 


Yn —Yn-1 = (hr — Puy) S( Paar» Yn)! 
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done, en faisant la somme et se servant des inégalités (E), 


Yn— N= (a+vi— Ta) f(2), 7) + 9) J9| <1. 
D’ailleurs 
Yori Ya= (Lati— La) f (La, Ya)s 
on en conclut 


Vu—Yarr=VI—S at (Lavi — La)[f( 27, 421) —S (La Ya) + 94); 


mais 2, #4; nous avons donc, en nous servant de la seconde 
hypothése faite sur /, 


1¥n— Yart|) <|¥— Hal] + (Vat1— Va) [A] v1 — Ya] +A], 


inégalité fondamentale dont nous allons tirer la démonstra- 
tion de lV’ existence de la limite. 

On voit que cette inégalité donne une limite de la différence des 
valeurs des lettres accentuées et non accentuées en x,,, en fone- 
tion de leur différence en x,. Nous sommes donc assuré, en 
allant de proche en proche, de trouver une limite supérieure de 


ly’—ylene. 
Désignons, pour abréger, par Vz4, la différence | y),— yay |- 
L’inégalité précédente, a savoir 


Vati< Vat (Ca+1— %x)[A| Va] + A]; 
pourra s’écrire 


Vari < Valt-+ A(va+1— %a)|+ d (®a+1— Le); 


ou 


pi a 
Vatit 7. < (Va-+ 9) [1+ A(%u+1—2x)]3 


par conséquent, puisque Vy = 0, 
ee" 
Vatit iz in ral + k(a,— #)|[1+ k(a@.— 2). . [1+ k(a41— %a))- 


Or, pour & positif, ona 
1+ ka < ekr; 


on en conclut 


Vari < : [eh ans) — 1], 
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ou 


; d 
l\Yn— Soars | < , [e* Xa41—X) — yf], 


Prenant le point extréme x, nous aurons, d’aprés ce qui précéde, 
en désignant par y la valeur 4 laquelle conduit le premier mode 
de subdivisions, et par 7’ celle 4 laquelle conduit le second mode, 


Xr 
ly —y bes i. [ ek(e—x) — 1], 
Cette inégalité obtenue, la démonstration s’achéve d’elle- 
méme. A partir du mode de subdivision 2, tous les autres modes 
de subdivisions suivants 2’ donnent pour 9’ des valeurs comprises 
entre 


i d 
yt 7 [ ek(e—x,) — 1] et y— k [ ek\x—2x)) Ce 1h} 


Prenant alors une suite de quantités ) décroissantes et tendant 
vers zéro, on formera, d’aprés un mode de raisonnement bien 
connu, une suite d’intervalles décroissants, tous compris les uns 
dans les autres et tendant vers zéro; la limite commune des deux 
extrémités de ces intervalles est la limite cherchée. 

Ainsi, nous ayons une limite pour yv quand on adopte une loi de 
subdivisions de la nature indiquée. Je dis que toute autre loi con- 
duira a la méme limite. Soient deux modes quelconques de subdi- 
visions de l’interyalle zo, marqués respectivement par les lettres 


wer etera 


nous désignerons par x” la subdivision formée avec l’ensemble des 
deux premiéres. Si les interyalles 2 et x’ sont moindres que 6 (é 
correspondant, comme plus haut, a une valeur donnée de )), on 


aura 
Iw—al< 2 [eke —1], 
lyt—y' 1 < 2 feted <1}; 
done 


i 
ly-y' | ee “= [eke-# — 1), ze 


1] en résulte bien éyidemment, puisque A est pris aussi petit que 


THEOREMES SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 297 


l'on veut, que y/ aura une limite si,y en a une, et ces deux limites 
seront les mémes. 

En résumé, nous ayons établi que, quel que soit le mode de 
subdivision, y a une limite parfaitement déterminée. Cette 
limite est une fonction de w, qui pour x = xy se réduit a7. 


4. Il reste 4 montrer que la fonction y de x, qui vient d’étre 
obtenue, satisfait a l’équation différentielle 


Soient, dans l’intervalle A, les trois points zy, 7, x’, et supposons, 


pour fixer les idées, 
big teats iO ol 


Soient y la valeur de la fonction précédemment trouvée en a, et 
y’ sa valeur en xz’. Pour trouver y’, on peut concevoir qu’on parte 
de x avec la valeur y et qu’on fractionne l’intervalle vz! en un 
nombre de parties grandissant indéfiniment. D’autre part, si lon 
ne prend qu’un seul interyalle, on obtiendra la quantité Y’ définie 


par 
Yoy =(z'—2) f(z, x); 


mais, si | 2’ — w| <6 (6 correspondant toujours a une quantité A), 
on a, d’aprés le paragraphe précédent, 


i ; 
| Y'—y/ | ae [ eke’) — 1]. 


Nous pouvons écrire cette inégalité sous la forme 


Yioy'= Fle m—i} (<1), 


On aura done 


(yee 
ere te a) Cn, y) — [et —t] 


et enfin ; 
2’ —2 BINs x) ke a= a 


? 


dou résulte, en faisant tendre z! vers 2 et remarquant qu’alors on 
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z Ae Cees dy ’ 
peut prendre ) de plus en plus petit, que y a une dérivée 7, et l’on 
a bien 

dy : 
Tin =f(z,y), 
ce qui achéve la démonstration. 
5. Le théoréme fondamental que nous venons d’établir s’étend 


sans modifications essentielles au cas de m équations du premier 
ordre 


a = fi (@s Yrs Yas ++ ¥m)s 
dy» 

(2) | de =f (2, 1) ¥25 ete MLDAENs 
oid 6.6 We oe indo ml alee ABR Pe ewan alate x 
dy m 
ae = fin(®, V1, Vay 00+ Ym): 


On suppose que les fonctions f soient continues pour les valeurs 
des x et des y satisfaisant aux inégalités 


lr—aml[<a, |y—yt|<d, 233.) Am Fat ee 


soit M la valeur absolue maxima des fonctions f dans ce do- 
maine. De plus, on a, pour deux systémes quelconques de points 
de ce domaine, 


| Fil @, ¥45 19) Sy RA ey Ue Ao aD) 
<A yi yi | + he | — H2| +--+ hm |¥n— Im; 


les & étant des constantes positives. 


En remplacant, comme plus haut, les équations différentielles 
yar des équations aux différences, on établira, sans autre peine 
| q , ) P 
que quelques longueurs d’écriture, que, dans la région définie par 


|va—a)|<A, 
A<uUG, AM < 3, 


il existe m fonctions continues V1, V2, «++; Vm de & satisfaisant au 
systéme d’équations différentielles, et prenant respectivement pour 
x = ay les valeurs y}, y$, ---, v),- La région dans laquelle les 
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intégrales sont définies correspond done a un interyalle tracé de 
part et d’autre de x9, et dont la longueur est la plus petite des 
deux quantités 


= 
— 


6. Nous venons de trouver un systéme d’intégrales continues 
prenant des valeurs données pour x = xy; nous avons maintenant 
a démontrer que ce systéme est unique. Pour éviter toute diffi- 
culté, nous ferons seulement ici l’hypothése complémentaire que 
les fonctions f ont des dérivées partielles par rapport a y elles- 
mémes continues. 

Admettons done que nous ayons deux systémes d’intégrales 4, 


M2, +++) Vm Cb 3, 32, +--+) Sm prenant respectivement les mémes 


valeurs en 2). On aura 


d(s1— 


dx 


vy) ° 
z = fi (@, 41, 32, ---, 3m) — fi (@, Tig as 92s ny) 


d(3m—Y¥m) 


dz 


= fim (2, S31, 32, .++; 5m) —fin( a, Vis V2 2% Ym); 


ce qui, en faisant usage du théoréme des accroissements finis et 
posant 


41— Yi= WY, 42— Y2= Ua, tety 3m— Vm = Um, 


pourra s’écrire 


du, 

—=— =Atu, +Aftug +...+ Aum, 
dx 

SIE I OL AO ADE Nes felse a Nui seis 
dum : o 

> 2a Al, uy + A}, Ug +... +AMUn, 


et les A sont des fonctions continues de x dans le voisinage de 2p. 
D’autre part les w s’annulent pour 2,; nous allons done partir de 
ce systéme d’équations linéaires en wu, et montrer qu’un sysléme 
@intégrales s’annulant pour x, est nécessairement nul identique- 
ment. 

Montrons d’abord qu’un systéme quelconque d’intégrales peut 
s’exprimer a l’aide de m systémes particuliers d’intégrales. D’aprés 
le théoréme fondamental, on pourra trouver un systeme d’inté- 
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grales 
Dy u} He 
1) 29 © Mee m) 


puis un second systeme 


et enfin un mi™¢ systéme 
TH Uy yee alesis a ys 
Les valeurs de toutes ces intégrales pour x, peuvent étre prises 
arbitrairement. On suppose seulement que le déterminant formé 
avec les valeurs des m? fonctions précédentes pour x = ay ne soit 
pas nul. 
Posons alors 


u, = Cyult + Cou? +...+ Cpu, 
(3) | Ug = Cyus + C,u3 +...+ Gyuy, 
| Um = G,u}, + Gyuj, +...+ Gnu, 


les C étant des fonctions de x; en substituant dans les équations, 
nous aurons 


dQ, dQ 
14 27,2 Se Tbe 
—— Ui ——u? +... + —— ut=o, 
dx 3 dx dx ? 
aa | 
dy, , ar, dCm im — o 
2 
dx * sere d. - 4 
dC, 2 dG 
1 24,2 mom 
ui, + Tips ei 0 
aan LG a ane 


Le déterminant des coefficients des dérivées ne s’annule pas 
dans le voisinage de 2, puisqu’il ne s’annule pas pour 2 = 2; les 
lettres C sont donc des constantes; or, pour z = £9, on doit avoir 


C; = 0, C, = 0, ae) Cy =o, 


puisque, @) = Ug —=...= Um = 0 pour % = 7, Il ew résulte que 
Uy, Uz) +++) Um Sont tdentiquement nuls, comme nous youlions 
Vétablir. 

Des paragraphes précédents, nous concluons que, étant donné 
le syst¢me (2), on peut en général se donner arbitrairement les 
valeurs de yi, V2, «++» Ym pour x = 2. Les intégrales dépendent 


THEOREMES SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 301 


done de m constantes arbitraires, et l’on entend par intégrale 
générale du systéme Vensemble de m fonctions y de x qui satis- 
font aux équations différentielles et qui dépendent de m con- 
stantes arbitraires pouvant étre déterminées de telle fagon que 


pour z= 2p les y puissent prendre des valeurs arbitrairement 
données. 


II. — Démonstration de l’existence de l’intégrale par une méthode 
@approximations successives. 


7. Indiquons une autre méthode pour établir Vexistence des 
intégrales des équations différentielles ordinaires ('). Nous enyisa- 
geons, comme plus haut, en changeant seulement un peu les nota- 
tions, le systéme des n équations du premier ordre 


du ‘ 

oz == HEN ah KOS ee POEM 
de 

dr = fa Gt; V; ,#), 
dw 

ae Sh COL AO , 7) 


Les fonctions f sont des fonctions continues réelles des quan- 
tités réelles x, uw, v, ..., dans le voisinage de Xo, Uo, Vo, ---; 
w,. Elles sont définies quand 2, u, v, ..., w restent respective- 
ment compris dans les intervalles 


(%—@,% +a), (U—b,u+b), ..., (%o—b, m+ 4b), 
a eth étant deux constantes positives. 


De plus, on suppose que l’on puisse déterminer n quantités 
positives A, B, ..., L, telles que 


LFiGepiene soy Se )— Ji @, U, 0, 2 ., &)| 


<Alw’—u[+B]|+’'—e]+...+L|o'— w], 


x ainsi que les uw, v, ...,  restant dans Jes intervalles indiqués. 


(*) Vai indiqué pour la premiére fois cette méthode dans mon Mémoire du 
Journal de Mathématiques (1890). 


302 CHAPITRE XI. 


On voit que ces hypothéses sont celles que nous ayons faites 
en étudiant la premiére démonstration de Cauchy. 


8. Ceci posé, nous allons procéder par approximations suc- 
cessives. 
Considérons d’abord le systéme 


du, dw 

ee @, U9, V0, +--+, Wo), eee ———= B, Ug, Vo, 205 Wo)s 

dx Si( » “0,0; ? 0) ax Tul > “o; © 09 ; 0)5 
nous en lirons, par quadratures, les fonctions wy, °,, ..., 4, en 


les déterminant de maniére qu’elles prennent pour Zo les valeurs 
Uo, Vo) +++) %o- On forme ensuite les équations 


dus dws 
Te TI 1C%) U4 M1 ++ +5 1)s ony Ss =Sn( Hy Us, Vis «<5 4) 


dx 
) , . ee ) 
et on détermine U2, ¢2, -.., 2 par la condition qu’elles pren- 
nent respeclivement pour 2, les valeurs Wo, 9, «++, Wo. On con- 
tinue ainsi indéfiniment. Les fonctions Um_y, 0m_i, -++) Wm 


seront liées aux suivantes Um, Om, +++; Mm par les relations 


dum 
az = fii, Um—1, Pm—1, +++) Pm—1); 
¥ 
4 Wicavel a wigteTae aad, «) C\ate aia are ote eee! eee ‘ 
AM m _ 
re = fn(@, Um—1s Vin—1) +++, @m—1), 
el, pour ® = Zo, ona 
Um = Ug Pm = %0; > <i05 Wm = Wo. 


Nous allons établir que, m augmentant indéfiniment, wp, em. .-., 
Wm tendent vers des limites qui représentent les intégrales 
cherchées, pourvu que x reste suffisamment voisin de xy. 

Soit M la valeur absolue maxima des fonctions /, quand les va- 
riables dont elles dépendent restent dans les limites indiquées. 
Désignons par p une quantité au plus égale a @: si x reste dans 


Vintervalle (ap — p, 2) +), on aura 
| uw; — Uy | < Mo, ave | #1 — wo|< Me. 


Par suite, si Mp <b, Jes quantités wy, %, ..., , resteront 
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dans les limites voulues, et il est évident qu’alors il en sera de 
méme pour tous les autres systémes de valeurs u, ¢,..., . Dési- 
gnant par 6 une quantité au plus égale 4 9, nous allons supposer 
. ns & 
que x reste dans Vintervalle (2) — 6, x» 4-6). 
En posant 


bi, — te pe Oe ob oe in — neg <= Win» 


on peut écrire 


dU \ 
— =a (is Ul m—15 +++ W m-1) — fii (2, Un—2, +++, Vm—2 ) | 
Ceasers Stowers seee BNsigteLak Chel etarmrcheis Go isia)ts falar: alee: #.<6,0 silane’ oa (Pay FOPAC AE 
dWw 

7 a pA (oe Um—1, +++) Pm—1) — Fu(2; Um) +++) Vm—2) 

dx ] 
Or ona 

[Ui] < Mé, Wages | Wil <Mé. 


Les équations précédentes, pour m= 2, démontrent que| U, |, 
| Vs], ---) | We] sont inférieurs a 


(A+ B-+...+L)M32, 


et, d’une maniére générale, de proche en proche, on voit que 
|Um|, --->| Wm| sont inférieurs a 


Mo(A+B-+...+L)"-1 gm-t, 
Or 
Um = Uy + Ui, + Ug +...+ Um; 


par suile, Um, Pm, +--+) Wm Lendront vers une limite, si 
(A+B+...+L)6<1. 


En prenant 6 assez petit, cette condition sera vérifiée. Nous 
voyons done que Um, m, +++) Wm tendront vers des limites déter- 
minées uw, ¢, ..., , fonctions continues de « dans l’intervalle 
(ap —6, 2%) +34), 6 étant la plus petite des trois quantités 


b 1 


Moe eh ese 


(4) a, 


U, 0, «++, *» seront représenlées par des séries qui convergent a la 
maniére d’une progression géométrique décroissante. 
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On a d’ailleurs 


xe 
um = [ Fi(@, Momnaiy «oa in) Oe ens 
“7o 


et, puisque les Wm, Cm, +++, Wm different de leurs limites d’aussi 
peu qu’on veut, pour m assez grand, quel que soit 2 dans Vinter- 
valle indiqué, on aura, a la limite, 


= 
w= fo film, usey..,0) der lo, 


“ro 


el, par suite, 
du Ail ) 
-= LZ, U, 0, ..., %), 
dx sie : : i 


et de méme pour les autres équations. Les fonctions u, v, ..., 0 
sont done les intégrales cherchées. 


9. On voit que la démonstration précédente définit Pintégrale 
dans un intervalle qui ne peut étre supérieur a celui qui est fourni 
par la premiére démonstration de Cauchy, puisque la plus petite des 
quantilés (4) ne peut étre supérieure a la plus petite des quantités 


One P : ; 
aety Ce résultat est d’ailleurs dans la nature des choses, la dé- 
Ll 


monstration actuelle étant moins naturelle que celle de Cauchy, 
qui prend pour point de départ la véritable origine de l’équation 
différentielle en la considérant comme la limite @une équation aux 
différences. Nous avons seulement ici l’avantage, qui peut avoir 
son prix, d’avoir Vintégrale représentée par une expression ana- 
lytique telle qu'une série convergente. 


III. — Démonstrations au moyen du calcul des limites de Cauchy. 
Comparaison des domaines de convergence. 


10. La premiére démonstration de Cauchy ne fait que des hy- 
pothéses tres générales sur lanature des fonctions /. En supposant 
que ces fonctions soient des fonctions analytiques des lettres dont 
elles dépendent, Cauchy a indiqué un autre type de démonstration 
dont nous allons maintenant nous occuper. L’illustre géométre a 
donné le nom de Calcul des limites au principe fondamental de 
comparaison qui joue le rdle essentiel dans cette méthode. Le 


THEOREMES SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 305 


nom n’est pas bien heureux, mais l’idée est réellement féconde : 
elle peut étre appliquée, et de la maniére la plus variée, a d’autres 
questions qu’a celle qui nous occupe actuellement ('), 

Briot et Bouquet et M. Méray en France ont simplifié notable- 
ment les démonstrations de Cauchy fondées sur le Calcul des li- 
mites, et, en Allemagne, M. Weierstrass a fait usage aussi des 
mémes principes d’une maniére différente. 

Nous allons suivre Briot et Bouquet dans lexposition de la dé- 
monstration (?). Prenons d’abord une seule équation 


dy 


5) (ayy) s 

©, dx May) 

La fonction f(x est supposée holomorphe dans le voisinage 

} I | 5 

de 29 et 7. On peut supposer évidemment, en faisant un change- 
ment de variable, que 2») = y)= 0. La fonction /(z, y) sera donc 
holomorphe par rapport a @ et a y quand & et y seront respective- 
ment a Vintérieur des cercles C et C’ décrits des points =o 
et y= 0 comme centres avec les rayons a et b, et on la suppose 
continue sur les circonférences elles-mémes. Nous appellerons M 
le module maximum de la fonction f dans ce domaine. 

Si Péquation (5) admet une intégrale holomorphe dans le voi- 
sinage de 2 = 0 et s’annulant pour cette valeur de la variable, elle 
sera unique etl’on pourra obtenir, au moyen de l’équation différen- 

: - oe ; dy dy 

tielle elle-méme, les valeurs des dérivées successives =, “*, ... 
dx da? 

pour «=o. Il sulfit de différentier ?équation (5), d’abord une 

: - ary ; 

O1 ou ay eT d I. —_— 
fois, pour avoir 7a? et de substituer dans le second membre w= 0, 
yo ; § dy Ot 
y = 0; en différentiant une nouvelle fois, on aura 7a eb ainsi de 


suite. Nous pourrons done former le développement 


k d I ay z 
(6) =({ =) a+ —( =) 2? s+.. -S ao+ ae... 
\¢ 0 1.2\ ax? /o 


(*) Dans les OLuvres completes de Cauchy, 1" sévie, t. VII, on trouvera un 
grand nombre d’articles des Comptes rendus se rapportant au Calcul des li- 
mites. 

(*) Brior et Bovaurr, Journal de l’E-cole Polytechnique, t. XX1, et Traite 
des fonctions elliptiques, p. 325. 

P. — II. 20 
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Le point essentiel, dans la démonstration, consiste a faire voir 
que le développement ainsi obtenu converge si 2 a un module suf- 
fisamment petit. Ce point une fois établi, il est bien clair que la 
fonction y ainsi définie satisfait a l’équation différentielle, puisque 
les deux fonctions de x 

dy 


dx et S(2Y) 


ont, d’aprés la maniére méme dont y a élé obtenu, la méme va- 
leur pour z = 0 ainsi que leurs dérivées de tout ordre; elles coin- 
cident donc, c’est-a-dire que l’équation (5) est vérifiée. 

C’est en comparant l’équation proposée a une autre que nous 
allons pouvoir établir la convergence de la série (6), et Pidée d’une 
telle comparaison forme ce qu’il y a de réellement intéressant et 
fécond dans ce que Cauchy appelait le Calcul des limites. 

Rappelons que, étant donnée la fonction f(x, y), on peut trouver 
une fonction F(z, y) holomorphe dans les mémes cercles C et F 
et dont les dérivées partielles, toutes positives pour 2 =yv = 0, 


% Qon+pF 
Oe (a oyP eee 
y=0 y=0 


c’est ce que nous avons vu (Chap. IX, p. 239); entre autres déter- 
minations de F, nous avons indiqué 


sont telles que 


Qon+p ip 


See) ox” oyP 


Ceci posé, considérons l’équation différentielle auxiliaire 


dy 
— =F yey 
dx ae") 
Admettons qu'il existe une intégrale Y de cette équation, holo- 
morphe dans le voisinage de « = 0, et s’annulant pour 2 = o. On 


aura, pour Y, le développement 


(7) ¥=(]) ob — (<=) w+... Ayv + Agv?+.... 
0 72 \ “7/9 


Les coefficients des puissances de x dans ce développement sont 
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positifs, et, d’aprés les inégalités («), on aura visiblement 
am | < Am. 


Le développement (6) sera donc certainement convergent dans 
le champ ot converge le développement (7). Or il est facile de 
démontrer directement l’existence de la fonction Y. Ecrivons 
’équation 

ave M 
aay 
a b 


sous la forme 


Si la fonction Y existe, les deux membres sont respectivement 
les dérivées de 
? 2 f fe 
Y—— et =Malog( 1— =). 


2b a 


Nous prendrons la détermination du logarithme s’annulant 
pour 2 = 0, détermination holomorphe dans le cercle de rayon a. 
Comme Y s’annule pour z = 0, on devra avoir 


y2 z 
Y— — =—Malog(1— =) 
2 a 
el, par conséquent, 


Y=b—b 


en donnant au radical la détermination +1 pour 2 =o. 


: AE | aoe FPS os OF 3 ONE 
La fonction Y, ainsi définie, satisfait 4 Péquation — —F (2, Y); 

; dx 
elle s’annule pour z = 0, et elle est holomorphe a Vintérieur d’un 
cercle ayant lorigine pour centre, et unrayon p annulant la quan- 


tité placée sous le radical, c’est-i-dire donné par |’équation 


ce qui donne 
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Nous sommes done assuré que le développement (7) converge 
4 l’intérieur du cercle de rayon o; il en est done de méme du dé- 
veloppement (6), et, par suite, nous pouvons affirmer que d’é- 
quation (5) admet une intégrale holomorphe dans le cercle de 
rayon 9 ayant lorigine pour centre, et sannulant pour x=o. 
Cette intégrale holomorphe est unique. 

On remarquera qu’a l’intérieur du cercle de rayon o on a cer- 
tainement 

IY|<6; 


on a donc, par conséquent, 
Iny|<o 


a Vintérieur du méme cercle. 


Aq. L’analyse précédente s’étend sans modification au cas de n 
équations 


dy 
Sr St Pu Ves Sn) 


i =fo(2, V1, V2; ees ¥Vn)s 


asp aheneda 9-91 0.18) 0) 01.0) 9 etait 5 J6 6 © BYe(e/5 


VER = fn (2 I 19 V2 ++ 09 Yn)- 


On suppose que les f sont holomorphes par rapport az et aux y 
dans les cercles de rayon a et b décrits respectivement de Porigine 
comme centre dans le plan de a et des y. Si, de plus, M désigne 
encore le module maximum des /, on comparera ce systéme au 
suivant 

dy, dYs _ aYn 


cat = a =... Te TE(e, V1, Vo, ---, Yn), 


en posant 


F(z, Y;, Ye, weeny Ve = 


Les Y s’annulant tous pour «=o sont identiques, et l'on n’a a 
considérer que unique équation 
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Le rayon pe du cercle, dans lequel la convergence des déve- 
loppements est assurée, sera ici 


b 
o=a\i—e mri) 


12. Revenons un moment a la premiére méthode de Cauchy, et 
bornons-nous a une seule équation. Quand la fonction f(z, 7) 
est une fonction holomorphe, on peut encore appliquer cette mé- 
thode. La comparaison des résultats fournis par les deux méthodes 
est intéressante. Nous supposerons que Jes valeurs initiales sont 
(29, ¥o) au lieu de (0,0). 

Voici d’abord quelques remarques préliminaires. La dérivée 
J, (2, y¥) est holomorphe a V'intérieur des cercles C et C’; elle 
n’est pas nécessairement définie sur les circonférences elles- 
mémes, mais il n’y a aucun inconyénient a le supposer, car on 
peut remplacer les cercles de rayon a et b par les cercles de rayon 
a—e et b—vn (e et 4 étant fixes, mais aussi petits que l’on 
voudra), et la conclusion a laquelle nous arriverons n’en serait 
pas changée. Soit done & le maximum du module de /)(a, y) 
dans les cercles C et C’. 

En désignant par y, ety, deux valeurs quelconques de y al’in- 
térieur de C’, on a 


f(®, ¥2) —f(%, 1) = ho(¥2—N1)F5 [7,71 + 8(y2—y1)], | Aol E1, 


en appliquant le théoréme des accroissements finis tel quwil a été 
étendu par M. Darboux aux fonctions d’une variable complexe (‘) 
(t. I, p. 35). De Pégalité précédente on conclut 


Lf(2, ¥2) -—M(@, NM) Eki ¥2—-N1|- 


(*) Ala vérité, nous n’ayons démontré (t. I, p. 36) la formule généralisée des ac- 
croissements finis que pour une fonction complexe d’une variable réelle, mais le 
cas d’une fonction analytique d’une variable complexe se raméne immédiatement 
au précédent. Soit f(z) une fonction analytique de z holomorphe dans un certain 
domaine comprenant deux points s,, <, et tous les points de la droite qui les joint. 
Soit s un point variable sur la droite s,2,; en désignant par a l’argument de 
3,—%, ona 


soit d la valeur de p correspondant a z,. Par suite, nous aurons 
S (4+ pe™)= F(p); 
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De plus, la continuité de la fonction f(z, 9’) est uniforme a l’in- 
térieur des cercles C et C’, ou plus exactement a lintérieur des 
cercles de rayon a —e¢ et b — y, que nous pouvons, pour la méme 
raison que plus haut, supposer étre les cercles C et C’ eux-mémes. 

Cela posé, soit A une quantité positive telle qu’on ait a la fois 


Asa, AMS, 


et envisageons dans le plan des & le cercle ayant 29 pour centre 
et A pour rayon; on trace un rayon de ce cercle. En appliquant la 
premiére méthode de Cauchy, on verra, sans changer en rien les 
raisonnements, que l’équation différentielle détermine sur le 
rayon tracé une fonction de x (dans les diverses inégalités que 
nous avons eu a écrire, ce sera le module qui remplacera la valeur 
absolue). De plus, on démontrera ici, comme plus haut, que l’in- 
tégrale continue sur un rayon et prenant en x la valeur yo est 
nécessairement unique. 


13. Pour chaque point x a Vintérieur du cercle de rayon A, 
nous déterminons ainsi une valeur pour y, relative en quelque 
sorte au chemin rectiligne 2)2. 

Le rayon A est, comme on a vu, la plus petite des quantités 


@ et a 

os a 

Il ne peut étre admis, sans plus d’explications, que la succession 
des valeurs ainsi trouvées pour y donne une fonction analyuque 
de 2, holomorphe dans le cercle de rayon A; c'est ce que nous 
nous proposons maintenant d’établir. 


F(e) étant une fonction complexe de la variable réelle p. Nous avons d’aprés le 
théoréme généralisé des accroissements finis 


F(a)—F(o)=pdF'(8) |p] <1, 


8 étant compris entre zéro et d. On reconnait de suite que cette formule peut 
s‘écrire 


J (4,) sa fC, =4(4,—3,) f"(6), 


§ etant un point de la droite joignant 3, a =,; on a toujours | d| <r. C’est de 
cette formule que nous faisons usage dans le texte. 
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Il est tout dabord évident qu’a Pintérieur du cercle de rayon 


b 
a a ei za) 


la succession des valeurs trouvées pour y représente une fonction 
analytique holomorphe, car cette succession de valeurs doit néces- 
sairement coincider ayec celle que donne le développement en 
série de Briot et Bouquet. [1 faut montrer que les valeurs trouvées 
pour y en dehors de ce cercle sont le prolongement analytique de 
ce développement. 

La remarque suivante nous sera encore indispensable. Je consi- 
dére les cercles C, et Ci, de rayon a—« et b—v, en désignant 
par ¢ et q des quantités fixes, d’ailleurs aussi petites que lon 
voudra. Soit 2, ety, un systéme de valeurs de x ety a Vintérieur 


de ces cercles; la fonction f(a, yv) sera holomorphe a Pintérieur 
de cercles ayant respectivement pour centre 2, ety, el pour rayon 
e et 7. Done, a Vintérieur du cercle ayant 2, pour centre et pour 


le 
o=eli—e 2eM } 


l’équation différentielle donnera un développement convergent. 


rayon 


Ceci dit, je considére le cercle P ayant pour centre 2,» et un rayon 


a b= 
Collies 2a —¢)M 


A Vintérieur de ce cercle nous avons, d’aprés Briot et Bouquet, 


égal a 


un développement conyergent procédant suivant les puissances 
croissantes de 2 — ay; la valeur de y correspondant 4 une valeur 
quelconque de x donnera dans le plan des y un point a Vintérieur 
du cercle C\. Cherchons a étendre le développement précédent 
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en dehors du cercle [; nous prendrons a cet effet un point x, a 
Vintérieur de [', mais aussi rapproché que l’on voudra de la cir- 
conférence du cercle. Nous pourrons, d’aprés ce qui précéde, 
obtenir un développement convergent a l’intérieur d’une circon- 
férence I’, de rayon p, ayant x, pour centre; le cercle ', sortira 
du cercle f et nous aurons ainsi un prolongement de la fonction 
hors du cercle. En prenant ainsi une succession de points x, tou- 
jours 4 la méme distance de 2», nous aurons une succession de cir- 
conférences I’,, et l’intégrale, dont nous sommes parti en Zp, sera 
manifestement holomorphe dans lenveloppe extérieure I’ de ces 
circonférences. Pour que cette extension présente de l’intérét, 7/ 
faut que nous puissions raisonner sur T' comme nous avons 
raisonné sur V. I] faut done que, pour tous les points de la cou- 
ronne annulaire entre T et I’, la valeur correspondante de y soit a 
Pintérieur du cercle C/ de rayon b — 7; or je vais montrer qu'il en 
est ainsi, si le rayon du cercle I” est inférieur a la plus petite des 
quantités 

Dna 


(8) a—e et M 


Le fait, qui est loin d’étre évident si l’on reste dans l’ordre d’idées 
de Briot et Bouquet, est immédiatement mis en évidence, quand 
on se reporte a la premiére méthode de Cauchy. On peut tou- 
jours, en effet, supposer que on va du point xz) a un point 2 du 
cercle I” par le chemin rectiligne, et calculer la yaleur de y par la 
méthode précédente; la valeur dey, ainsi calculée, sera telle que 


LY —7o |< — is 


Nous raisonnerons donc sur le cercle I’ comme sur le cercle I, 
la valeur de ¢ restant toujours la méme. Du cercle I", 
nous passerons a un troisiéme cercle I” et ainsi de suite, jusqu’a 
ce que le rayon de ces cercles successifs devienne égal a la plus 
petite des quantités (8). Mais, puisque ¢ et 7 sont deux quantités 
indépendantes, aussi petites que l’on youdra, nous pouvons af- 
firmer que l’intégrale de UVéquation différentielle qui, pour 
“z= 2, prend la valeur yo est holomorphe @ Vintérieur du 
cercle ayant pour rayon la plus petite des quantités 
b 


(9) a et Mu" 
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II est bien aisé de voir que, dans tous les cas, ce nouveau rayon 


de convergence, pour la série de Taylor représentant l’intégrale, 
b 


sera supérieur a l’expression il’ —e vat) La chose est évidente 
si c’est a la plus petite des expressions (g). Dans le cas ou ce se- 

ah te ane, eee 
rait 7) nous avons a vérifier que 

b 
-s5) 2b 
Al ae Za) a 
< M’ 
ce qui revient a voir que, pour z positif, on a 
[—e-“< 227, 

inégalité manifestement yérifiée. 

Ainsi on peut certainement fixer pour le domaine de conver- 
gence de l’intégrale un champ plus grand que celui auquel 


on a été conduit par le Calcul des limites ('), et ce résultat 
s'étend immédiatement 4 un nombre quelconque d’équations. 


IV. -- Détermination unique d’un systéme dintégrales 
par les valeurs initiales. 


14. Reprenons le systéme des n équations 


dy 
a =fii(@, 1. 2 sem) Vin) 
dys 
“. = fol 2, V1, Ws tes Vie) > 
dyn 
St = fa @s 1s 2) 0-5 Yn) 


Nous ayons vu que, si les f étaient holomorphes dans le voisi- 
nage de %o, V4, V3) +++) Yq, il y avait un systéme unique d’inté- 
grales holomorphes dans le yoisinage de z) et prenant pour cette 
valeur les valeurs respectives yf, v3, . ++): 


(*) E. Prcarp, Sur la convergence des séries représentant les intégrales des 
equations différentielles (Bulletin des Sciences mathématiques, 1888). 
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Lxiste-t-il un autre systéme d’intégrales non holomorphes 
prenant les mémes valeurs pour «=x? Par un tel systéme 
nous entendons un systéme d’intégrales yy, Vo, «++, Mn Jouissant 
de la propriété suivante. 

On imagine qu’autour de xy, v!, -.-,,7) on décrive des cercles de 
rayons trés petits, et ’on suppose que, # restant a l’intérieur du pre- 
mier en suiyant un are de courbe C aboutissant au point 2p, les 
valeurs correspondantes des y restent respectivement a Vintérieur 
des autres cercles; de plus, quand, x restant sur C tend vers 29, 
les y tendent respectivemeut vers les yv®. Ayant ainsi bien défini 
ce que nous entendons par intégrales prenant des valeurs données 
pour x= 29, nous pouvons chercher a établir que le systéme 
dintégrales holomorphes est le seul jouissant de la propriété 
précédente. 

Dans le Mémoire que nous avons déja cité, Briot et Bouquet 
établissent ce théoréme en se bornant au cas de n = 1, et leur mé- 
thode ne s’applique pas au cas de n quelconque. De plus, et c’est 
le point sur lequel je veux insister, leur démonstration suppose 
implicitement que z tend vers 2) en suivant un arc de longueur 
finie. Si Von admet cette restriction, la démonstration pour le cas 
de n quelconque peut se faire en suivant la marche que j’ai indi- 
quée dans le cas ou & est réel (§ 6). En effet, toutes les considé- 
rations développées dans la premiére Section de ce Chapitre peu- 
vent étre étendues aucas ot l’on admet que & reste sur un arc fint 
aboutissant en 2». Nous nous placerons maintenant a un point de 
vue un peu différent pour ne pas introduire d’hypothése supplémen- 
taire dans ]a démonstration, et nous parviendrons facilement au 
théoreme cherché en nous appuyant sur le théoréme fondamental 
relauf a l’existence des intégrales dans la théorie des équations 
aux dérivées partielles. 


15. Soit d’abord Péquation unique 


dx 


d 
(E) <7 = f(x,y). 
Nous considérons l’équation aux dérivées partielles 


oF oF 
Ox BAG Sy = 1, 
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Il y aune infinité de fonctions F (x,y) des deux variables indé- 
pendantes x et y, vérifiant cette équation. Si, comme nous le 
supposons, f(2, vy) est holomorphe dans le voisinage de 2», yo, 
nous établirons dans un moment qu’on peut trouver une fonction 
F(z, v) holomorphe dans le voisinage de (xo, 7), satisfaisant a 
cette équation et se réduisant pour # = 2 A une fonction arbitraire, 
donnée a l’avance, 9(v), holomorphe autour de 7). Nous admet- 
tons ce théoréme fondamental qui sera démontré dans la Section 
suivante. 

Ceci dit, soit F(z, 7) une telle intégrale; nous supposerons 


: : 4 : oF 
seulement, comme il est possible, que I s’annule, tandis que = 


ne s’annule pas, pour 2 = 2), y =o [il suffit de prendre 9(y’) 

telle que o( yo) =0 et 9'( vo) ~ oO]. Si Pon substitue dans F(a, y), a 

la place dey, une intégrale quelconque de l’équation (E), on aura 
Le (2) G, 

C étant une constante indépendante de a; on a, en effet, 


IF tl ihe 7 IF 
Pi eee ON SPE a ly = 


Se ee Sa plese 
Ox dy dx Ox oy 
Si maintenant nous revenons a une intégrale 7, définie comme 
au paragraphe précédent, et prenant pour xo la valeur jo, on 
devra nécessairement ayoir 
(ayy) 0, 
puisque F(z», 7)) = 0. Toute intégrale y satisfera donc a Péqua- 
tion précédente. Or, si nous nous reportons au théoreme de 
Weierstrass (Chap. IX, § 8), nous savons que l’on peut écrire, 
: oF 
puisque (=), eit 
F(z,y7) = ly = P(x)|¥(2,y), 
U(2,y) ne s’annulant pas dans le voisinage de (2, 7») et P(z) 


étant holomorphe. L’intégrale 7, que nous étudions, vérifie done 


la relation 
y—P(r)=0. 


Elle coincide avec Vintégrale holomorphe (*). 


(*) On voit qwil est utile pour la théorie des équations différentielles de ne 
pas établir Vexistence des fonctions implicites en s’appuyant sur les théorémes 
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16. La démonstration s’étend d’elle-méme a un systéme d’équa- 
tions différentielles 


d 
ines Vi1y M2 = 203 Vin)s 
d 
SOE = fal Bs Hy Hay «50 I'n)s 
PN oe oe asses oy 
Yr 
25/5 Gee 1,42; sees Vne 


on devra ici considérer Péquation aux dérivées partielles 


oF oF 

dat Sidy, Poe apy = 
Nous admettons, comme nous I’avons fait plus haut, qu’il existe 
une fonction F des n +1 variables x, v4, Vo, .-+) Vn Satisfaisant 
a cette équation et se réduisant pour z = Zo a une fonction arbi- 
traire donnée a lavance 9(71, 72, ---; Yn) holomorphe dans le 
voisinage de y?, vy, ..., ve. 

Si dans une telle fonction F(z, 11, y2,--+) vn) on remplace 
Viy 25 +++) ¥n par un systéme d’intégrales des équations propo- 
sées, On aura 

ING Seigiey bauer) be 


C étant une constante indépendante de z. 


Prenons alors n fonctions F, que nous désignerons par F,, 


as 


Fy, ..., F,; elles seront déterminées par les fonctions 9,, 92, --., 
qui sont leurs valeurs pour = 2y. Nous supposons que 


HN BE: Sasa gap) Se Ci Seas ON! 
et que le déterminant fonctionnel 


D(%, Qo, ++) On) 
D(y1, 72) se 15.%n) 


ne s’annule pas pour y?, 9, .-+) Vn: 


relatifs 4 l’existence des intégrales. Ce n’est pas, d’ailleurs, la seule fois ou nous 
trouverons profit 4 avoir établi l’existence des fonctions implicites a aide du 
théoréme de Weierstrass. 
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Un systéme quelconque d’intégrales 7, v2, .-., 2, prenant 
pour 2p les valeurs respectives y?, v3, ..., 72, satisfera aux équa- 
tions 

F, (2,71, %2; eae Yn) 0, 


Fr(2, 71, 2, oi Vn.) == Oe 


Or, d’aprés ce que nous avons vu (Chap. IX, § 11), les valeurs 
des y, satisfaisant 4 ces équations, restant dans le voisinage de 
Vs Vos «+ +9 V2, quand x reste lui-méme dans le voisinage de 2, 
et prenant pour 2 = 2, les valeurs y!, v3, ..., y?, sont des fonc- 
tions holomorphes de z. Nous arrivons donc encore 4 la conclu- 
sion : il n'y a pas d’autre systéme d’intégrales satisfaisant 
aux conditions requises que le systeme holomorphe. 


17. J’ai insisté sur l’existence unique du systéme d’intégrales 
dans le cas général ot les équations ne présentent aucune cir- 
constance singuliére; c’est, en effet, une proposition tout a fait 
fondamentale et la base méme de l’emploi des équations différen- 
tielles dans toutes les applications. Il semble de plus, a lire cer- 
taines phrases d’un Mémoire de M. Fuchs ('), que ce théoréme 
puisse étre mis en doute. Je ne puis partager le scepticisme de 
Villustre géométre. Sans doute, on peut faire une légére critique 
a la démonstration de Briot et Bouquet, mais la proposition elle- 
méme n’en subsiste pas moins, comme je viens de le montrer, 
si lon précise bien l’énoncé. Prenons, en le simplifiant, un 
exemple cité par M. Fuchs : soit ’équation 

dy Bhs 


eS weet | 


da @ 


dont l’intégrale générale est visiblement 


I 


pa loga + C’ 


C étant une constante arbitraire. Soit 2) 0, lorsque x part du 
voisinage de 2») et y reyient aprés avoir tourné un trés grand 


(') Fucus, Sitsungsberichte der Berliner Akademie, 1886. 
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nombre de fois autour de l’origine, une intégrale quelconque y a 
une valeur de plus en plus petite, mais.il est bien clair que l’on 
ne peut pas dire qu’on a la une intégrale s’annulant pour 2 = 2, 
au sens que nous avons spécifié au § 14. 


V. — Existence des intégrales des systémes d’équations linéaires 
aux dérivées partielles. 


18. Nous nous sommes appuyé, dans la Section précédente, 
sur un théoréme relatif 4 l’existence des intégrales d’une équa- 
tion linéaire aux dérivées partielles. Nous aurons plusieurs fois 
encore, dans la théorie des équations différentielles ordinaires, A 
employer; aussi allons-nous établir de suite ce théoréme en le 
prenant sous sa forme la plus générale. 

Les propositions relatives a l’existence des intégrales des équa- 
lions aux dérivées partielles ont été démontrées, pour la premiére 
fois, par Cauchy, a l'aide du Calcul des limites ("). On a simplifié, 
de différentes maniéres, les démonstrations de Cauchy et nous 
devons citer, en particulier, M. Darboux, M. Méray et M™° Ko- 
waleski. Le Mémoire de l’éminente analyste sur ce sujet est de- 
venu classique (7); ¢’est ce travail que nous prendrons pour guide 
dans l’exposé de la démonstration. Démontrons d’abord un théo- 
réme préliminaire. 

On considére le systeme d’équations aux dérivées partielles 


[ Ouy \ Ou; \ 
—_ = Se 4 
Ox a Ox}: 
i,k 
OU, Ou; : 
‘ > = Bix pre aR 9 fi AES 
(BE) Os: OX fe \ 
i Wem tS GO tig és 
OU I Ou; 
Ox » Ox}; 
\ ik 


ott les A, B, ..., lL représentent des fonctions holomorphes des 


seules lettres ,, w2,..., Um dans le voisinage de wu, u’, ..., u®,. 


2 


(') OEFuvres de Cauchy (loc. cit.). 
(*) Soputzr Kowauesky, Journal de Crelle, t. 80. 
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On se donne d’autre part m fonctions de x,, %2, ..., &p 
©1 (21, Lg, -.., Xp); 9 (274, %2, .+.,2%p); eerg Om (21, Le, ..+, Lp), 


holomorphes dans le voisinage de x}, v}, ..., x’, et se réduisant 
respectivement aw’, uf, ..., w°, pour ces valeurs des variables 
Wi pg yust ay dp « 

Ceci posé, nous allons établir qu’on peut trouver m fonctions 
Uy, Ug, «++ Um des p +1 variables indépendantes x, £1, Xo, ..., 
Lp satisfaisant au systéme (E) et se réduisant respective- 
ment pour £= £9 ao, Ya, --+) Pm: 

Nous faisons d’abord la remarque évidente qu’on peut sup- 
poser nulles les constantes initiales u?, 2°, x. Si les fonctions 
salisfaisant aux conditions de I’énoncé existent, on pourra, a 
Vaide des équations (E), effectuer leurs développements suivant 
les puissances de x. On aura, en effet, les valeurs de toutes les 


dérivées partielles des uw pour z= 2, =...=2,=0. Cela est 
évident pour les dérivées ot x ne figure pas, puisque les valeurs 
des w sont données pour « = 0. Quant aux autres dérivées par- 
tielles, on les aura de proche en proche; ainsi les dérivées, ot la 
dérivation est faite une fois seulement par rapport a x, seront 
données par les équations (E) différentiées un nombre quelconque 
de fois par rapport 4 21, Zo, ..., Xp. On dérivera ensuite les 
équations (E) par rapport 4 2, et, en s’appuyant sur le calcul des 
dérivées précédentes, on aura les dérivées partielles ott la dériva- 
tion est faite deux fois par rapport a z, et ainsi de suite. 
On aura donc les développements 


u=PO+Piet+...+P,r7" +..., 


oti les P sont des fonctions connues holomorphes de x, x2, ..., 
Lp. Si ces développements sont convergents, ils satisferont au 
systéme (E); cela résulte de la maniére méme dont ils ont été 
obtenus. 

Le point capital de la démonstration est la convergence des 
séries précédentes dans un certain domaine autour des valeurs 
initiales. On reconnait, dans tout ce que nous venons de faire, 
l’analogie la plus compléte avec ce que nous avons fait dans le cas 
d@une équation différentielle ordinaire. La démonstration de la 
convergence ya encore résulter d’une comparaison avec un sys- 
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téme convenable; c’est toujours lidée fondamentale du Calcul 
des limites de Cauchy. 
Soit M le module maximum des A, B, ..., L, quand les wu res- 
tent dans leurs plans respectifs, a l’intérieur d’un cercle de rayon r. 
D’aprés ce que nous ayons vu (Chap. IX, p. 240), la fonction 
M 


Uy + Ug +...+ Um 
= 


i — 


peut étre prise pour fonction de comparaison('), c’est-a-dire qu'une 
dérivée partielle quelconque de F pour uy = uw =...=Uun=0 
est positive et supérieure au module de la dérivée correspondante 
des fonctions A, B, ..., L. 


Nous allons comparer le systéme (E) au systeme 


ce Ws Ue Um _ M ou; 
Ox 0x ive Ox ; U,+U.+...+U,, Ox; 
= i,k 


= 

Soit d’autre part N le module maximum des fonctions 
9( #1, Las +5 Zp) (quis annuleat pour2, = 27——7 ee, oy 
quand les x restent respectivement a l’intérieur d’un cercle de 
rayon 9. Aux fonctions ¢ nous allons substituer, comme valeurs 
initiales des U dans (E’), la fonction de comparaison 


N : 
ep = —______——__ —_NN. 
y+ g++... + Lp 


? 

D’aprés les propriétés des dérivées des fonctions de compa- 
raison, il est bien clair qu’en développant les U en séries a l’aide 
du systéme (E’), comme on a développé les wu a l'aide du systéme 
(E), on trouve des coefficients positifs et supérieurs au module 
du coefficient correspondant dans U. II suffit done de démontrer 
la convergence des séries tirées du systéme (E’). Or les U, ayant 
méme valeur ® pour x= 0, seront identiques, et le systéme (E’) 
se réduit 4 l’unique équation 


aU Mm @ aU ak 


= tt 


Ox mU \ oa, Ox Ox D 
Fs 


(*) Cette fonction de comparaison est employée depuis longtemps par 
M. Weierstrass. 
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Puisque ® ne dépend que de 2, + 2%).+...+ Xp, NOUS pouyons 
présumer que U ne dépendra que de cette somme. Regardons 
donc U comme fonction de z et de 


l’équation précédente devient alors 


(493 aU = M Mm p_ aU 
One mU oz 
| =a 


el nous avons a considérer lintégrale U de cette équation qui, 
pour © = 0, se réduit a 


Or Péquation (19) exprime que les deux expressions 


U et 


(: | s+Mmpex 


/ 


r 


sont fonctions lune dé l’autre. On doit donc avoir 


7 


J\ 
es mu ) s+Mmpx=v(U). 


/ 


Comment doit-on déterminer la fonction arbitraire 4? Nous 
voulons que, pour x = 0, 


on aura done 


Ou 


si on pose 


La fonction 4(¢) est done complétement déterminée, et la rela- 
tion donnant U sera nécessairement de la forme 


mu a 2 a 
(1— ms + Mmpr= (: u) ey 


P. — Il. 21 
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C’est une équauion du second degré en U: pour x = z= 0, elle a 


: ’ Pe de . - > 
une racine nulle et une autre égale 4 —- La seule qui nous inté- 
; 


resse est la racine nulle : elle est holomorphe dans le voisinage 
de x50; c’est donc aussi une fonction holomorphe de x, 
Hy, La,..., Lp dans le Voisinage de 


GHP =..5 = Ly —=~4 185 


Le systéme (E’) ayant une intégrale holomorphe, il en sera de 
méme, d’aprés ce quia été expliqué, pour le systeme E qui admet 
dés lors un systéme d’intégrales satisfaisant aux conditions re- 


quises. 


19. Du théoréme précédent, nous pouvons conclure un théo- 
réme plus général, en supposant dans le systéme (E) que les 
A, B, ..., L.ne dépendent pas seulement des uw, mais aussi de wx, 


Ly Ly, +++, Lp. Le théoréme qui vient d’étre établi subsiste dans 


ces nouvelles conditions. 
Pour Vétablir, nous considérerons le syst¢me des m +p +1 


équations 
Ou, y ; abt , UX 
Se —— DNC Cee iat aap Sr OBR a 
ae yi t,k 1> ms > 4) Pp Oxf 
i,k 
Pits ait hess RE Re tee vattiasiete 4 
OUm v Ou; 
= Lig Fletlt sees y Tenia Bint Canesten) 
Ox Tf “49 2 “Nery 1 p Oxy, 
i,k 
Ox! 
el, Wea 
Ox 
Ox’, 
he 
Ox 
aye ie 
On 
——_ =0 
Ox 


Ce systéme est de la forme de celui qui a été étudié au paragraphe 
précédent. On peut se donner pour 2 = 0 les valeurs initiales de 
Wy, Us, +++, Um qui seront les fonctions 9, et aussi les valeurs de 
Li, By ++ Ly pour 2 = 0; pources derniéres valeurs, nous pren- 


drons 
' , , 
Ta, Brae eames a dy = Lp, 
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Les p-+-1 derniéres équations montrent que l’on doit ayoir alors 
o =z, eg ls o8,ap Gp — Lp, 


el, par suite, nous avons démontré Vexistence des intégrales 
du systéme 


Ou, Vv cue Ou; 

= Agi ( Uy, .-., thm, ©, 21, 2.2, 0p) ——y 

Oz EAN 1s my“, “1 p Ox; 
i,k 

Metetsteite t nhe cicecatets writer oe eie Selsisialil'sir's.010e\>\0 9 

gee WI (u Wy, Bo L r yo 

mee 4i,k se ey 3° “ se eye CREE er 

Ox 5; i,k 1) PE aA ET AS) Md Oxy, 
ik 


prenant pour x=0 les valeurs %,,92, .--) 9m- 
20. Ainsi, en particulier, et c’est le théoréme sur lequel nous 
nous sommes appuyé (§ 15), Péquation 


Ou ou 
—+/f(r,yv)— =0 
Ox May 


[ot lon suppose f(x, yv) holomorphe dans le voisinage de 29, Vo] 
admettra une intégrale uw holomorphe dans le voisinage de z = x9, 
¥ =o se réduisant, pour = 2,, A une fonction donnée o( y) 
holomorphe dans le voisinage de y= yo. 

Pareillement, l’équation 


Ou Ou Ou Et 


—— + file, 1, : rm) a ee t+ fin (2, V1; fara Jim) 5 = 


oO 
Ox 


admettra une intégrale w se réduisant, pour 2 = 2», a une fonc- 
tion donnée de 1, V2, ++) Vm: 
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CHAPITRE XII. 


QUELQUES APPLICATIONS DES THEOREMES GENERAUX. 


I. — Cas out le coefficient différentiel devient infini. Théoréme de 
M. Painlevé sur les fonctions définies par une équation du pre- 
mier ordre. 


1. Nous ayons vu, dans le Chapitre précédent, queile était la 
nature de l'intégrale de Péquation 


(1) SEE pia ry, V)s 


devenant égale a v9 pour 2 = x9, quand f(z, y) est holomorphe 
dans le voisinage de (xo, vo). D’autres circonstances pourront 
se présenter, et nous aurons a les étudier en détail. Considérons 
seulement en ce moment le cas tres simple ot f deviendrait infini 
pour £= 2X), Y=Yo, mais de telle maniére que son inverse, s’an- 
Yo)s 


ed 


nulant en (29, 
I 

fut holomorphe dans le voisinage de ce systéme de valeurs de x 

ely. Que pouvons-nous dire des intégrales de l’équation (1) pre- 

pant pour Zp la valeur 79? 

On raménera facilement ce cas 4 celui précédemment étudié, en 
considérant 2 comme fonction de y. Ecrivons alors Péquation 
sous la forme 

dx [ 


eh dy = fl@y) 


Le second membre est holomorphe dans le voisinage de (.79, Vo), 
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il s'annule pour x = 2», 7° =); supposons d’une maniére géné- 
rale que toutes ses dérivées partielles, jusqu’au rang m exclusi- 
vement, s’annulent pour ces valeurs (m est au moins égale a 1). 
D’aprés le théoréme fondamental, il y aura une intégrale de I’é- 
quation (2) prenant pour y = j’o la valeur x9; on aura 


($3) @—2%o= Ai( y — yo)™+1 + Aa(y —yo)™t2+... (A, # 0). 


Il en résulte (Chap. IV, § 9) que » peut se mettre sous la forme 
(une série ordonnée suivant les puissances croissantes de 


(B= xy ert, 


le premier terme du développement contenant l’expression précé- 
dente ala premiére puissance. L’intégrale de ’équation (1), prenant 
pour 2, la valeur de yo, a done au point x» un point critique 
algébrique, c’est-a-dire un point autour duquel se permutent 
diverses valeurs de la fonction. Ces valeurs sont ici en nombre 
m+. 

Dans la suite, nous dirons toujours qu’une fonction y de x a 
en xz, un point critique algébrique, quand elle prend une valeur 
déterminée (finie ou infinie), en zy, et qu’elle a autour de ce point 
un nombre fini de valeurs distinctes se permutant les unes dans 
les autres quand x tourne autour de Zp. 

Il est évident que l’on obtient ainsi toutes les intégrales de l’é- 
quation (1) prenant pour 2 = 29 la valeur 7), puisque nous avons 
démontré précédemment que la seule intégrale de (2) prenant la 
valeur de zy, quand y tend d’une maniére quelconque vers yo, es! 
précisément fournie par le développement holomorphe (3). 


2. L’équation différentielle (1) définit une fonction analytique, 
quand on s’est donné les valeurs initiales (2), 79). En supposant / 
holomorphe dans le yoisinage de (9, 9), On aura un premier 
développement en série qui définira y dans le voisinage de 2». 
L’extension de la fonction en dehors de cette premiére région de 
convergence se fera en se placant au méme point de vue que 
dans la théorie des séries entiéres (Chap. II, p. 68). SiPona tracé 
un arc déterminé allant de a, en X, on effectuera, s’il est possible, 
une succession de déyeloppements de proche en proche pour 
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atteindre le point X, mais il est clair que l’on pourra étre arrété 
si on rencontre des systémes de valeurs de (a, 7) qui soient des 
systémes de valeurs singuliéres pour la fonction f(a, v). 

Sans insister sur ces généralités peu instructives, arrétons-nous 
sur un cas particulier qui nous conduira a un théoréme fort im- 
portant. Prenons l’équation 


(E) oY — f(a, y¥); 


J est une fonction rationnelle par rapport ay, et elle est uniforme 
par rapport a x quand cette variable reste dans une certaine ré- 
gion R. On suppose de plus que pour une valeur fixe, d’ailleurs 
arbitraire, donnée ay, la fonction f de x puisse avoir dans R soit 
des poles, soit des points singuliers essentiels isolés; il est évident 
que ces derniers ne pourront pas ici varier avec y, puisqu’ils 
doivent étre nécessairement des points singuliers essentiels pour 
un au moins des coefficients des diverses puissances de y au nu- 
mérateur et au dénominateur de /. Il n’en sera pas de méme des 
poles qui, en général, dépendront de la valeur de y. Désignons 
par (a) l'ensemble des points singuliers essentiels et des poles qui 
ne dépendraient pas de y. 

Il arrivera, en général, que la fonction f(x, y) deviendra indé- 
terminée pour un certain nombre de systémes de valeurs de (x, y); 
ces systemes seront les racines communes aux deux équations 
qu’on obtient en égalant a zéro le numérateur et le dénominateur 
de f. Soit (8) l'ensemble correspondant des valeurs de w dans R. 

Enfin, si dans l’équation (E) on pose vy = re on aura une équa- 
tion de méme forme 

dy, : 

Pe =fi(@,¥1); 
ou f; est rationnelle en y,, et il pourra arriver que pour certains 
systémes de valeurs (y, 0) de (, 7,) la fonction /, devienne in- 
léterminée; nous appellerons (y) l'ensemble des valeurs corres- 
pondantes de x. Ceci posé, nous allons démontrer qu’en dehors des 
points (a), (8), (y) Véquation (E) n’ad autres points singuliers 
que des péles ou des points critiques algébriques. 

Nous supposons que Von parte d’un point 2» avec la valeur 
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initiale yo, la fonction f étant holomorphe dans le voisinage 
de (2, 7%»). On méne par xo un are de courbe C ne passant pas 
par les points (x), (6), (y). Cherchons 4 nous rendre compte des 
valeurs de l’intégrale le long de cet arc. On avancera de proche en 
proche sur C en employant successivement les développements en 
série fournis par le théoréme fondamental, mais il pourra arriver 
que les rayons de convergence de ces développements tendent vers 
zéro et qu’on ne puisse dépasser un certain point X de l’are C. 
Nous devonsnous demander quelle sera la nature du point X pour 
Vintégrale que nous étudions. 

ll est, a priori, évident que trois circonstances peuvent seule- 
ment se présenter. En premier lieu, quand x tend vers X en suivant 
Pare C, y peut tendre vers une valeur Y telle que 


— 
= 


n . I att 
la fonction Flay) Seta alors holomorphe dans le voisinage de 
ar 


I(t; J 
(X,Y), puisque X est distincte par hypothése des points (a), (3); 


i} 
le potnt X est alors un point critique algébrique. 


En second lieu, 7 peut augmenter indéfiniment; la fonction 
Taishi) 


ayant une valeur (finie ou infinie) parfaitement déterminée pour 
x= X,y¥;= 0, puisque X n’appartient pas aux points (y), il en 
résulte encore que X sera ou un péle ou un point critique al- 
gébrique. 

En troisiéme lieu, on pourrait faire hypothése que y n’a pas 
de limite quand x tend yers X; mais nous allons voir que cela est 
impossible. Marquons, en effet, dans le plan y les différentes ra- 
cines Y de l’équation (4), Y,, Yo, «+, Yy, et considérons de plus 
dans ce plan le point o. Si x reste 4 Vintérieur d’un cercle de 

. * pene * en rs s 
rayon trés petit p décrit autour de X, les racines v de |’équation 
I 
eee ES 
I(@Y) 


resteront dans le voisinage de Y,, ..., Yy. Nous pouvons donc dé- 
crire autour de ces derniers points des courbes trés petites (si 9 
est lui-méme trés petit) y,, Y2, +--+, Yp a Vintérieur desquelles 
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resteront les racines de l’équation précédente. Décrivons ensuite, 
toujours dans le plan des vy, un cercle F de rayon trés grand. 

Ceci posé, revenons a |’équation (E); si l’on prend comme ya- 
leur iniuale de x un point a l’intérieur du cercle de rayon ¢ tracé 
plus haut, et pour valeur initiale de y un point extérieur aux 
courbes y et intérieur aT’, on aura une intégrale holomorphe dans 
un certain champ autour de la valeur choisie de z. Quand on fera 
varier d’une mani¢re continue les valeurs initiales de 2 et y, le 
rayon de ce champ variera d’une maniére continue, et il aura ma- 
nifestement un minimum A différent de zéro quand x et y décri- 
ront Vensemble des domaines ot: ils doivent rester. 

Ces préliminaires bien compris, supposons maintenant que 
notre intégrale y ne tende vers aucune limite quand x se rap- 
proche indéfiniment de X. I] est impossible que y reste constam- 
ment a lintérieur d’une courbe y ou a Vextérieur de T, car dans 
ce cas y aurait pour limite un des Y; ou Vinfini. I] arrivera donc 
que y, pour certaines valeurs de 2 aussi rapprochées qu’on 
vyoudra de X, sera a l’extérieur des courbes y et a Vintérieur deT. 
Or nous avons dit que, pour des valeurs initiales de x et y satis- 
faisant aces conditions, le rayon de convergence autour du point x 
est au moins égal 4 un nombre fixe ); il y aura donc un moment 
ot le cercle de convergence du développement enveloppera le 
point X, et celui-ci ne pourra pas étre alors un point d’indéter- 
mination. La contradiction a laquelle nous arriverons démontre 
fa 


» (8), (y) Péquation n'a 


d'autres points singuliers que des pdles ou des points critiques 


done bien qu’en dehors des points («) 
ale ébriques. 


3. Ce théoreme a été démontré par M. Painlevé, et méme dans 
le cas plus général ot / serail une fonction uniforme quelconque 
de y dans le plan de la variable y ('). 

Il s’étend aux équations qui ne seraient pas du premier degré 


d) Ser os cite ‘ 
en - Ainsi l’équation 
dx 


(5) I(x, st, a) =o, 


( ) P. PainLeve, Sur les lignes singuliéres des fonctions analytiques ae 
nales dela Faculté des Sciences de Toiilpnae 1888). 
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ee dy 
algébrique en y et as 


fixes, que on peut marquer a Pavance dans le plan, que des pdles 


na, endehors d'un certain nombre de points 


et des points critiques algébriques; c'est un point sur lequel nous 
reviendrons aprés l’étude des fonctions algébriques. 

On peut énoncer le méme résultat sous une forme un peu dilfé- 
rente. Si nous appelons singularité essentielle dune intégrale 
loute singularité autre que les pdles et les points critiques algé- 
briques, nous pouvons dire que /es singularités essentielles des 
intégrales de Véquation (5) sont fixes, cCest-a-dire ne varient 
pas avec la constante arbitraire figurant dans Vintégrale gc- 
nérale. On le voit bien pour notre équation (4) ott les singularités 
essentielies ne peuvent étre autres que les points (%), (2), (y). 

Ce théoréme a été souvent implicitement admis, mais on se 
rendra compte qu'une démonstration rigoureuse était d’autant plus 
nécessaire que des circonstances toutes différentes peuvent se pré- 
senter pour les équations d’ordre supérieur au premier. La les 
singularités essentielles peuvent dépendre des constantes d’inté- 


gration. Ainsi, soit 
1 


Vz C67 Ts. 
Ree ng ; x dy iy > ; 
en éliminant C, et Cy entre 7, -“ el ,> on aura une équation al- 
+) de da? 


gébrique 


r( chy oa) _ 


V; af 
Or Frade Wakes 


et les singularités essentielles des intégrales dépendent évt- 


demment de la constante Cao. 


II. — Equation de Riccati et équation linéaire du premier ordre. 


4. Revenons a notre équation (I) 


dy i 
BE) — = f(r, V7), 
( da J *) J 


J tant rationnelle en y. Les singularités essentielles, comme nous 
venons de' le voir, sont fixes, mais, en général, les pdles et les 
points critiques algébriques sont variables d’une intégrale a Vautre. 
Laissons de cdté les poles, et demandons-nous quelle forme doit 
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avoir ’équation pour que les points critiques algébriques soient 
indépendants de la constante d’intégration. 

Tout d’abord f devra étre un polynéme entier en 7; car, si lon 
avail 


} P(z, 7) 
2, Vv)=—>_——) 
Ae Q(2,¥7) 


P et Q étant deux polyndmes en y, qu’on peut supposer n’avoir 
pas de facteur commun quand & est quelconque, il suffirait pour 
L=2Xy, Ly étant quelconque, de prendre comme valeur initiale 
de v une racine 7» de l’équation 


Q(x, Yo) = 9. 


x 


Lintégrale de Véquation (E), devenant égale a jy pour 
v= 2X,, aurait en ce point un point critique algébrique, puisque 


dy 
dx 


est infinie pour (2 , 99). On voit done que 9 serait un point 
critique algébrique pour une certaine intégrale, el nous avons pris 
ay arbitrairement. 

Ainsi f est un polyndme en y. Nous allons voir qu’il ne peut 


étre de degré supérieur 4 deux. C’est ce que montre de suite l’é- 
co) 
: . ; te A . 
quation transformée obtenue en changeant y en Si le degré m 
1 


de / est supérieur a deux, cette équation transformée sera de la 
forme 


J; élant un polyndme en yy, ne s’annulant pas, quel que soil 2, 
pour 7, =o. L’intégrale de cette équation, qui s’annule pour une 
valeur arbitraire 29 de x, aura en 2» un point critique algé- 
brique, car nous sommes encore dans le cas du coefficient diflé- 
rentiel devenant infini. 

En définitive, notre équation (E) doit étre de la forme 


dy 


(6) = Py? + Oy —— R, 


da 

P, Q, R ne dépendant que de a. D’ailleurs, dans toute région du 
? ’ I | b) § 

plan oi P, Q, R sont uniformes, les points critiques des intégrales 

ne peuvent ¢tre que les points singuliers («) (pdles ou points sin- 


APPLICATIONS DES THEOREMES GENERAUX. 331 


guliers essentiels) de ces coefficients : ceci résulte du théoréme 
démontré au paragraphe précédent, L’intégrale y a une valeur dé- 
terminée (finie ou infinie) en tout point distinct des points («); 
tant qu’elle reste finie, elle ne cessera pas d’étre holomorphe, et, 
si elle devient infinie, son inyerse restera holomorphe, puisque 


<5 e ~ . 1 
’équation (6) garde la méme forme quand on change y en —- 
; z. 


5. Nous avions déja rencontré l’équation (6), qui est connue 
sous le nom d’équation de Riccati (t. 1, p. 410). On peut, comme 
conséquence du fait capital que les points critiques de lintégrale 
générale sont fixes, trouver a priori de quelle maniére la con- 
stante figure dans l’intégrale générale. 

Soient deux points wz» et « distincts des points critiques; joi- 
gnons-les par un are de courbe déterminé ne passant pas par les 
points critiques. Désignons par yo la valeur initiale d’une inté- 
grale en xy, et soit y la valeur de cette intégrale quand la variable 
va de 2) 4 x par le chemin tracé. Quand 77, est donné, la valeur 
de y s’ensuit; y est donc fonction de 7, et c’est la nature de cette 
fonction que nous cherchons ('), 

On voit d’abord que y est une fonction analytique uniforme 
de yo, car, pour étendre de proche en proche Vintégrale a partir 
de 2), en suivant l’are tracé, on partage celui-ci en un nombre 
suffisamment grand de parties, et l'on a alors une succession de 


I 
cercles dans lesquels y ou 7 est holomorphe. Les valeurs succes- 


sives de l’intégrale sont done des fonctions analytiques de 7, et il 
en est, par suite, de méme pour la valeur finale vy. Quelle que soit 
la valeur finie ou infinie donnée a yo, vy aura toujours une valeur 
parfaitement déterminée qui sera également finie ou infinie; ceci 
suffit pour que nous puissions affirmer que y est une fonction 
rationnelle de y,. En effet, la fonction uniforme y ne pourra alors 
avoir de singularités essentielles; ayant seulement des pdles a dis- 
tance finie et A l’infini, elle se réduit donc a une fraction ration- 


nelle (Chap. V, p. 123). 


(*) Nous généraliserons plus tard le raisonnement qui va étre fait, quand nous 
étudierons avec M. Fuchs et M. Poincaré les équations algébriques du premier 
ordre a points critiques fixes. 


332 CHAPITRE XII. 


Mais nous pouvons aller plus loin: y sera de la méme maniére 
une fonction rationnelle de y, car on peut aller de x en x,y en 
suivant en sens inverse le chemin tracé, et le méme raisonnement 
s'applique. Il en résulte que v sera nécessairement une fonction 
linéaire de yy, soit 
es T= A+ Byo 

; C+Dyo 


les A, B, C, D sont, bien entendu, a considérer comme des fone- 
tions de 2, fonctions indépendantes de la valeur initiale yy de 
Vintégrale. Nous pouvons done dire que la constante arbitraire 
¥y entre linéairement dans Vintégrale générale. 

I] n’est peut-étre pas inutile de souligner Je point de cette dé- 
monstration ou nous avons besoin de nous appuyer sur ce fait que 
les points critiques de Vintégrale sont fixes, car on pourrait ¢tre 
tenté d’appliquer le méme raisonnement a toute équation de la 
forme (E). Nous ne pourrions pas regarder y comme fonction 
de 7, si les points critiques des intégrales étaient mobiles; en 
effet, en faisant varier Yo> il arriverait un moment ou ces points 
critiques, variables avec yo, rencontreraient V’are tracé de x, 
en x, et, 4 ce moment alors, y cesserait d’avoir un sens bien 
défini. 

Nous yenons de dire que la constante arbitraire, si elle est con- 
venablement choisie, entre linéairement dans Vintégrale générale 
de Péquation de Riccati. En fait, nous avions déja obtenu ce ré- 
sultat par une voie élémentaire, quand nous ayons démontré (oc. 
cit.) que le rapport anharmonique de quatre solutions de l’équa- 
tion précédente est une constante. En désignant par y la solution 
générale el par 4, 72,73 trois fonctions déterminées satisfaisant 
a ’équation, nous ayons 


Wile A yaa amen bee 
Fe a eee 


x, 
z élant une conslante. En résolvant par rapport a y, ona bien 
pour celle-ci une expression de la forme (7), ov, a la place de yy, 


se trouve la constante arbilraire a. 


6. Un cas particulier trés simple de l’équation de Riccati est 
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celui de équation linéaire du premier ordre 
‘ 


dy 
8 = Oy + 
(8) Te Qy +R, 


qui correspond a P = o. 


On peut remarquer que les intégrales de cette équation ont non 
seulement leurs points criliques fixes, mais aussi leurs pdles fixes. 
En effet, un point a, du plan, quin’est pas un point singulier de Q 
ou de R, ne peut étre un pole d’une intégrale ; car, si l’on change 


ie ee ; : 
yen, Péquation devient 
1 


el une intégrale de cette équation s’annulant en x, est identique- 
ment nulle, puisque y, = 0 est une solution et que la solution est 
unique d’aprés le théoréme fondamental. 

On peut intégrer par des quadratures l’équation (8). Posons 


Fe i, 


uv étant la nouvelle fonction et ¢ représentant pour le moment une 
foncuion quelconque de x; on aura 


u— +9— =Que+R. 
; dx 0 


ce qui donne 
¢ = e/Q dx 


en prenant arbitrairement la constante dintégration. L’équation 
se réduit alors a 
On a donc 


u= [ Rear de, 


et Péquation linéaire du premier ordre est intégrée. 
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A lPéquation (8) se rattache une classe un peu plus générale qui 
s’y raméne immédiatement; c’est l’équation 
dy 
< =Qy+ Ry": 


ar 


il suffit de poser 
I 


yet ~ I 


Véquation a laquelle satisfait vy, est une équauion linéaire du pre- 
mier ordre. 


Ill. — Inversion de Vintégrale elliptique. Fonctions entiéres 
associées aux fonctions elliptiques. 


7. Le probléme célébre de Vinversion de lVintégrale elliptique 
va nous fournir l'occasion d’appliquer encore les théorémes géné- 
raux du Chapitre précédent. Partons de Vintégrale elliptuique 


du 


| JA(u—a)(u—b)(u—=eyu—d) 


hall Pf 


ot. a, b, c, d sont quatre constantes distinctes. Nous avons étudié 
en détail les propriétés de cette intégrale, nous avons défini ses 
deux périodes et montré que leur rapport est nécessairement ima- 
ginaire (p- 220). 

Cette fonction de u est complétement définie quand on a choisi 
la valeur initiale, pour w= wy, du radical qui figure au dénomina- 
leur (Ww, étant distinct de a, b, c, d), et qu’on s’est donné le 
chemin d’intégration. C’est la fonction inverse qui va mainte- 
nant nous occuper, c est-a-dire la fonction wu de z obtenue en po- 
sant 


por 


fee aay +) 
| JAl(u—ia)\ (w= 8) = ea dy. 


Yity 


Cette fonction wu de = satisfait manifestement a Péquation diffé- 


rentielle 
du\? 
(9) te =A(u— a)(u— b)(u—c)(u—d); 
: du 3 lees 
pour. == 0, On aul et - a pour valeur la détermination 
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choisie du radical pour w= uy. D’aprés le théoréme fondamental, 
sera une fonction holomorphe de s dans le voisinage de s = 0; nous 
voulons montrer que wu est une fonction, uniforme dans tout le 
plan, nayant d'autres points singuliers que des péles. 

Kn étendant de proche en proche la fonction, le théoréme fon- 
damental cessera d’étre applicable quand la variable s arrivera en 
un point ot w prendra unewes valeurs a, b, c, d et «©. Supposons 
Wabord que, pour s =a, uw prenne la valeur a; nous allons voir 
que wu ne cessera pas d’étre holomorphe dans le voisinage de s = z. 
I] suffit, en effet, de poser 


et Péquation 


du 
i = VA(u—a)(u— b6)(u—e)(u —d) 
as 
devient 
du' _ = _—— = 
Pies VA(a—6+u?)(a—c+ w?)(a—d+u’?). 


Le second membre est holomorphe dans le yoisinage de u'= 0, 
el, par suite, les intégrales de cette équation (suivant qu’on prendra 
lune ou l'autre détermination du radical pour w’= 0), s’annulant 
pour =a, seront holomorphes dans le voisinage de ce point. 
Le méme raisonnement s’applique a b, ¢, d. 

Supposons maintenant que, pour s =, wv devienne infini, on 
posera alors 


et Péquation deviendra 


= = V/A(Qi—apv)(i bg )(i— cv )(1— dp). 


Le second membre étant holomorphe pour » = 0, on en conclut 
que ¢ est holomorphe dans le voisinage de a. La fonction w est 
done uniforme autour de z, admettant simplement ce point comme 
pole. 

De ce que, quelque valeur (finie ou infinie) que l’on donne a wv en 
un point a, Pintégrale correspondante de (g) est uniforme dans le 
voisinage de ce point, on conclut souvent, sans plus d’explications, 
que toute intégrale de cette équation est une fonction uniforme 
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dans tout le plan de la variable complexes ('). Une telle maniére 
de raisonner pourrait conduire, pour des équations d’ordre supé- 
rieur au premier, a des résultats inexacts. Nous avons supposé im- 
plicitement plus haut que Pintégrale, étendue de proche en proche, 
prenait en chaque point du plan une valeur déterminée. Or il 
pourrait en étre autrement, s'il était possible, par exemple, que 
cette intégrale edt des points singuliers essenuels. 

Quelques mots d’explication seront ici suffisants pour rendre 
la démonstration rigoureuse, mais il est indispensable de les 
dire. 

Nous allons montrer que, d’un point arbitraire zy comme centre, 
on peut toujours décrire un cercle d'un rayon fixe p, tel qu’a 
intérieur de ce cercle Vintégrale w soit uniforme. Ceci étant 
prouyvé, il est manifeste que l’extension de la fonction pourrase 
faire de proche en proche a l'aide d’un cercle de rayon invariable ; 
la fonction pourra donc s’étendre dans tout le plan, et ne cessera 
pas d’étre uniforme. 

Pour démontrer l’existence de ce nombre 9, considérons le plan 
de la quantité complexe uw. Tracons autour des points a, b, c, d 
des cercles C de rayons suffisamment petits, qui vont rester fixes, 
et de lorigine comme centre décrivons un cercle [ d’un rayon 
assez grand, qui, lui aussi, restera invariable. Tant que wu est in- 
térieur aT et extérieur aux cercles C, on a un rayon de conver- 
gence déterminé par le développement de Vintégrale de Véqua- 
tion (g). Ce rayon de convergence a, quand w varie dans la région 
indiquée, un certain minimum différent de zéro. Supposons main- 
lenant que w soit dans un cercle C, on posera u = a+ w?, et l’on 
a, comme nous l’avons vu, une équation en w’, a laquelle on peut 
appliquer le théoréme fondamental. Tant que w’ restera dans un 
certain cercle C’/, transformé de C, le rayon de convergence de la 
série donnant uw’ restera encore supérieur 4 une certaine limite. 
Nous avons donc notre minimum 9, tant que wv reste dans le cercleT. 


e ie : I ‘ 
Siw est extérieur a ce cercle, on pose w= =» et nous avons |’é- 


— 


(!) Il en est ainsi, par exemple, dans le Traité classique de Briot et Bouquet. 
Jai insisté (Bulletin des Sciences mathématiques, 1890) sur Vinsuffisance de ce 
raisonnement et montré comment on peut rendre la démonstration complétement 
rigoureuse. 
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quation 


(3) tae (> bP) (1 — co (i= do 


v restera compris 4 Vintérieur d'un cercle TI’, transformé de TL. 
Quand ¢ reste dans le cercle I’, on a un certain rayon de conver- 
gence pour lintégrale ¢, et ce rayon a un minimum différent de 
zéro. Nous avons donc, en résumé, en prenant le plus petit des 
différents minima trouvés, un rayon o tel que Vintégrale uw, qui 
prend en un point arbitraire s, une valeur arbitraire, finie ou 
infinie, est certainement définie et uniforme a Vintérieur du cercle 
ayant 3, pour centre el un rayon égal ao. La démonstration est 
done compleétée. 


8. La fonction inverse u de 3 définie par 


fe du 
(10) ee! Saw 
VR(a) 


~ ily 


ot R(w) est un polyndme du quatriéme degré dont les racines 
sont distinctes, est done une fonction uniforme de z dans tout le 
plan. Remarquons de suite qu’il en est de méme quand R(w) est 
un polynéme du ¢éroisiéme degré a racines distinctes : nous avons 
vu, en effet, qu’on passe d’une intégrale a l’autre au moyen d'une 
substitution linéaire (t. 1, p. 42). On peut 1établir aussi directe- 
ment par les raisonnements du paragraphe précédent, auxquels i 
faut cependant apporter une petite modification. Dans le cas ou u 
devient infinie, il faut poser 


et on peut appliquer le théoréme fondamental a l’équation en ¢. 
Une remarque importante découle de 1a; les pdles de w sont, dans 
le cas ot R(w) est du troisiéme degré, des péles doubles. 

La propriété capitale de la fonction inverse est la double 
périodicité. Nous avons rappelé que Vintégrale avait deux périodes 
distinetes w et w’; ceci yeut dire qu’a une méme yaleur de wu cor- 
respondent, en choisissant convenablement le chemin d’intégra- 
tion, une infinité de déterminations de l’intégrale rentrant dans la 

Pio if; : 22 
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formule 
5+mw+m'w', 


s désignant Pune de ces déterminations, m et m’ représentant 
deux entiers quelconques. Si donc nous posons 


on aura, quels que soient les entiers m et mm positifs ou négatifs, 


(3+ mo+m'w') = (2). 


/ 


La fonction, X(z) est donc doublement pérvodique. 


) x ; x ; 
Rappelons encore que le rapport a est nécessairement imagi- 


naire. 


9. On peut représenter géométriquement sur le plan de la ya- 
viable sla double périodicité de la fonction (zs). Marquons d’une 
part les points w, 20, 3m, ... et d’autre part les points w’, 20’, 
3w/, .... Les premiers sont situés sur une droite Oa (O étant 
Vorigine) et a égale distance les uns des autres, et de méme les 
seconds sur une droite Ob; par les premiers points menons des 
paralléles 4 Ob et par les seconds des paralléles 4 Oa. Ces deux 
séries de paralléles divisent le plan en parallélogrammes égaux, et 
leurs points d’intersection sont les points mw -+- mw! homologues 
de Porigine. La double périodicité consiste en ce que la fonction 
reprend la méme valeur aux points homologues de ces divers pa- 
rallélogrammes. Il est clair que ce réseau de parallélogrammes 
est pas enticrement déterminé; Vorigine O est un point arbi- 
traire du plan et l’on peut, par conséquent, déplacer le réseau pa- 
rallélement a lui-méme. 

En se reportant a la forme précédemment donnée (Chap. VIII, 
p-212)desdéterminations multiples del’intégrale (10), nous voyons 
qu’a une valeur arbitraire de uw correspondent deux valeurs dis- 
tinctes de s, c’est-a-dire deux valeurs quine différent pas d’une 
somme de multiples des périodes. On peut encore énoncer ce ré- 
sultat en disant que l’équation 


N(aiesta, 
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a étant une constante quelconque (finie ou infinie), admet deux 
racines dans un parallélogramme de périodes. 

En particulier, la fonction ).(s) a deux pdles dans chaque paral- 
lélogramme de périodes; dans le cas ob Je polyndme R(w) est du 
troisiéme degré, ces deux pdles coincident et l’on a dans chaque 
parallélogramme des périodes un seul pdle, mais il est double. 


10. Une remarque sur les poles de X(z) va nous étre utile dans 
un moment. Kerivons explicitement l’équation différentielle 


du? ; m ; , : 
(=) = Auwt+ Bus Cu2+- Du+E. 
. as 
Soit @ un pole dans un parallélogramme de périodes. Dans le yoi- 
sinage de a, la fonction w peut se mettre sous la forme 
x > 
fA ee EE IN meray ae 
s—a ‘ . 
Calculons les deux premiers coefficients « et 8. En substituan 
le développement dans l’équation différentielle, on aura 


“Ee f 
+B +84... ~-...+ E. 
a= 
\ 

Nous deyons égaler les coefficients des diverses puissances de 
= — a. On a ainsi, en prenant les coefficients de (s — a)~‘ et de 
(s—a), 

t= Aa, 


4\8+B=o. 


Ainsi, nous trouvons pour deux valeurs égales et de signe 
contraire; elles correspondent aux deux pdles distincts de la fone- 
tion dont les résidus sont, par conséquent, égaux et de signe con- 
traire. Au contraire, le second coefficient 8 n’a qu’une valeur. 


11. La fonction (zs) peut bien facilement étre représentée par 
un développement en série, et, quoique ce résultat ne soit pas 
d’un grand intérét pour le développement de la théorie des fonc- 
tions elliptiques, nous y reviendrons un moment, puisque nous 
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avons déja eu Voccasion de lindiquer sommairement dans le 
Tome I (p. 273). 

Nous pouvons supposer que l'une des deux périodes est 277; il 
suffit pour cela de remplacer 3 par kz, & étant une constante con- 
venable. Appelons donc w et 27d les deux périodes; la partie 
réelle de » n’est pas nulle, et pour fixer les idées nous la suppose- 
rons posilive. 

Soient a et a’ les pdles de la fonction dans un parallélogramme 
de périodes. Je forme la série 


m =+ 0 


3 Nv etme) 
Mi oe da -[ 3! mo — et lf estmo — ew] 


in —— oo 


Cette série est convergente pour toute valeur de z comme nous 
allons le montrer; on doit seulement remarquer que si 3 est de 
lune ou l’autre forme 


(11) at+pwt2qznl, a+puw+orqzl, 


pet g étant entiers, il y aura dans la série un terme devenant in- 
fini, et il faut entendre alors que la série est convergente quand 
on a laissé ce terme de coté. 

La démonstration s’appuie seulement sur les régles élémentaires 
relatives aux séries. Prenons d’abord la partie de la série ob m est 
positif. Pour m suffisamment grand, chaque terme est comparable 
ae”, et, puisque la partie réelle de w est positive, cette partie 
de la série est convergente. Pour la seconde moitié de la série 
(m <0), le terme de rang m pour m trés grand est comparable 
a e”, et la convergence est encore évidente. 

Ainsi, sans qu'il soit besoin d’insister davantage, la série repré- 
sente une fonction f(z) uniforme dans tout le plan et admettant 
comme poles les points des suites (11). Elle admet d’ailleurs évi- 
demment les deux périodes 272 et w. La chose est évidente pour 
la premiére période, puisque chaque terme admet cette période ; 
quant ala seconde, elle résulte de ce que la série ne change évi- 
demment pas quand on remplace m par m+ 1. 

On voit de suite que les résidus de f(z) relatifs aux pdles a et a’ 
et leurs homologues sont égaux et de signe contraire; ils sont res- 
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pectivement 
I 1 


et ——- 


et@— ew’ . ea' — ea 


En multipliant f(s) par une constante convenable H, nous 
pouvons faire que les deux fonctions (sz) et H f(z) aient les 


mémes résidus; la différence 


4(3)— H f(s) 


est done une fonction doublement périodique, qui n’a pas de pdle 
dans un parallélogramme de périodes. Son module reste donc, 
dans ce parallélogramme et par conséquent dans tout le plan, in- 
férieur 4 un nombre fixe : elle se réduit done A une constante 
d’aprés le théoréme de Liouville. On peut donc exprimer la 


fonction \(s) a Vaide de notre série f(z). 
12. D’aprés le théoréme de M. Weierstrass (Chap. V, p.144), la 
fonction A(z) doit pouvoir se mettre sous la forme d’un quotient 


Gi(z) 
G(z) 


Ms) = ) 
les deux fonctions G(s) et G,(z) étant des fonctions entiéres de z, 
n’ayant pas de racines communes. On peut évidemment mettre 
dune infinité de maniéres une fonction, telle que A(z), sous cette 
forme, puisque l’on peut multiplier les deux termes de la fraction 
pare®®, R étant une fonction entiére. Parmi les fonctions entiéres, 
dont le quotient donne )(z), il en est d’extrémement intéressantes 
qui jouent un rdle fondamental dans la théorie des fonctions ellip- 
liques. Les considérations suivantes vont nous y conduire trés 
simplement, 
Considérons l’expression 


if dz / (m1 + pu) ds 
e ~o 7 ee F 


met p désignant deux constantes, et uw étant toujours la fonction 
doublement périodique de z définie par ’équation 


(12) 


du\? py e 
(3) =Auw'+Bw+ Cuwt+ Du-+E. 
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Nous voulons montrer qu’on peut choisir les deux constantes m 
et p de telle sorte que /’expression (12) soit une fonction entiére 
de z. 

Les pdles de wu sont les points singuliers de la fonction (12). La 


premiére intégration 


f (mu?+ pu)ds 


donnera en général un Jogarithme. Voyons si nous pouvons choisir 
m et p de maniére que l’intégration ne donne pas de terme loga- 


« 


_rithmique. En reprenant les notations du § 10, nous avons 


° a Q = a 7" 
Tu? an ple = | a AB se ate sth a eed 
4—~a 3 ¢ 
et Pon voit que, si 
2m8+ p=o, 
I . ’ 
nous n’aurons pas de terme en -———: il n’y aura done pas 


mor CL 


de logarithme aprés la premiére intégration, et cela pour l'un et 
A a! A B A 
Pautre pole, puisque 8 ala méme valeur — ~~ pour les deux poles. 
aN 
Nous avons donc la premieére relation 


—mB-+apA=o. 


La seconde intégration se réduit alors a 


es ma? 
— —— +...) dz, 
4 Z—a ‘ 


zy 
et, par suite, elle introduit le terme logarithmique 
—m#log(s—a)-+-.... 
Or, pour un et l'autre podle, «? a la méme valeur re si done 
ma =—yT ou m=—A, 


Pexpression (12) sera holomorphe dans le voisinage de z= a, el 
admettra @ comme racine simple. 
Il résulte du calcul précédent que l’on doit prendre 


m=—A, VB deer 
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La fonction 
—_ [{ ds iM (Aut42u) as 
G(z)=e * “3569 


est une fonction entiere; elle a pour racines simples tous les 
péles deuet nena pas d autres. 


Si, maintenant, nous considérons le produit 
G(z) A(3), 


nous voyons qjue ce sera une fonction enuére G,(z), puisque les 
poles de X(z) sont racines de G(z). De plus, G(s) et G,(s) n’ont 
pas de racines communes, G(z) n’ayant d’autres racines que les 
poles de i(z). 


Nous avons done 


13. Les fonctions enuéres G et G, jouissent de propriétés 
remarquables. D’aprés la définiion méme de G(z), ona 


es =f (me + pu) ds. 


~ 


-0 


Nous avons donc 


MY tay) G’ Zz ill 
Git ® ) : (2) tas: if (mu? + pu) ds. 
G(z+w) G(s) s 


vs 


Or le second membre ne dépend pas de z, puisque mu? + pu 
admet w comme période, et que d’ailleurs les résidus relatifs aux 
poles de cette derniére fonction sont nuls. En désignant par p la 
valeur constante du second membre, nous aurons donc en inté- 


grant 
(13) G(s-+ w) = ev2+VG(s), 
y étanl, comme p., une constante. 

On aura de la méme maniére Videntité 
(14) G(s-+ w’) = et 2+V'G(z), 


uv. ety élant encore des constantes. 


344 CHAPITRE XII. 

Les identités (13) et (14) expriment une propriété fondamen- 
tale de la fonction G(z). Nous sommes done ainsi conduit a ces 
fonctions entliéres que Briot et Bouquet (') appellent fonctions 
intermédiatres, et dont l'étude a été faite par M. Hermite dans 
ses lettres a Jacobi en 1844 (7). La fonction G,(z) satisfait évi- 
demment aux mémes relations. 


14. Arrétons-nous sur la forme canonique, qu’ont rendue 
célébre les avaux d’Abel et de Jacobi; Péquation différentielle 
se réduit dans ce cas a 


du\? 
— ) =(1— u?)(1— k2u?). 
( oe ) 
La fonction wu est complétement définie parla condition que, pour 


3 == Oy 


cette fonction elliptique, snz étant labréviation de sinams. Cette 
fonction est impaire, c’est-a-dire que sn(— 2) = — snz, puisque 
Vintégrale elliptique donnant z en fonction de wu change de signe 
quand on change u en — uw. 

Si lon se rappelle les résultats obtenus (Chap. VII, p. 221), on 
voit de suite que les périodes sont ici 


NG GYAN 


en adoptant les notations précédemment employées. Les poles de 
snz sont (loc. cit.) 


' 


TK set ORE 7K 


et toutes les valeurs qui s’en déduisent par addition de multiples 
de périodes. De plus, du changement de variable effectué 


(7) Briot et Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques, p. 236. 
(7) Voir le Cours lithographié de M. Hermite (Paris, Hermann, 1891). 


or 
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(Chap. VIII, p. 222), on conclut 


sn({z-+- tK')= 
( ) ksnz 

Cherchons, a l’aide de cette formule, la valeur du résidu de 
sns correspondant au pole 7K’. Nous devons obtenir la limite du 


produit 
(s—tK’)snsz, 


pour s = 7K’, ou, en posant s = 7K! + ¢, la valeur du produit 
esn(zK'+¢), 


pour ¢ =o. Or ce produit peut s’écrire 


e 


fT eee | 
Asne 


dsnz 


dz 


4 LE of [ : \ 
dont Ja limite est’ manifestement 72 pulsque ( jue 1s Le 
u 0 


“8 ‘ - . i 
résidu correspondant au pole 2K + 7K’ est — * 
_ 15. Que devient, dans le cas particulier que nous examinons, 
la fonction G(s) du § 13? On a alors, en prenant s) = 0, 


Ps 3 
ed | d= fp snisds 


G(s)=e “Oo ve 

Cette fonction entiére a été @abord considérée par M. Weier- 
strass (Journal de Crelle, 1856) qui la désigne par A/(z) ('). 
Cette fonction, étant une fonction entiére, peut étre développée en 
une série toujours conyergente ordonnée suivant les puissances 
de z. Les coefficients de ce développement peuyent se calculer 
facilement de proche en proche, en se servant de l’équation diffé- 
rentielle qui définit snz. On reconnait ainsi immédiatement que 
les coefficients des diverses puissances de z sont des polynémes 
en k, Ce développement est convergent pour toute valeur de z et 
pour toute valeur de &. Si l’on pose G,(s) = Ad,(z), le dévelop- 
pement de A/,(s) jouira de la méme propriété que le développe- 
ment de Ad(z). 


(*) Brior et Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques, p. 465. 
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16. Terminons en indiquant un systéme remarquable de deux 
équations différentielles auxquelles satisfont A /(z) et A /,(s). 
Soit 
ué = SDzZ 


et posons, pour abréger, 
Uier Ani (an? Vie=rA CCS). 


Nous allons former deux équations auxquelles salisfont ces fonc- 
tions. La fonction w satisfait aux deux équations 


du? 4 re 2 
(Ze) ee 

Cu “4 ; Ke 9 k2 us 

gt AE) Be 


la seconde n’étant autre que la premiére équation dérivée. Dans 
ces équalions, substituons 


AUR 
u.= is 
on a ainsi 
fe roa dv \2 : 
(ES eh MN ce WE 2) U2V2 2 Uh 
lew Uz) Vi— (1+ 2) U2V2+ KU, 
15 @U Eee POUeay. /dV \2 e. 
; | = 2U (=) =—(1-+ k2) UV24+ 2h2U3. . 
Vi" = — UV 55 —2V5- +aU(3.) (1-+ k2)UV2+ 2 


De ces deux équations, on tire de suite, en remplagant dans la 
RCL CON ate *, 
seconde le produit7 —— uré de la premiere, 


Sas 


ee Ure GUNS) Seen ee cee Vie ee ale dV\2 
v2 | Ua +vi— (Fe) eb xb eu (s) | 


Les fonctions U et V étant premiéres entre elles (c’est-a-dire 
n’ayant pas de racine commune), on déduit de la 


F 2 

uss +i (Sz) =Pcsyue. 
2 byes 

vy eur (F)'= Pia, 


P(s) étant une fonction entiére. 
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Or, en désignant par w et w! les périodes de snz, nous savons 
que les fonctions U et V se reproduisent multipliées par des ex- 
ponentielles de la forme et**” et e+” quand on change = en 
s+ w et s+’. Dans ces conditions le quotient 


2U dU? 
Foe a ( dz ) ou cs (u) 


sera une fonction doublement périodique. On en conclut que la 
fonction P(z) est une fonction doublement périodique enticre 
el, par suite, une constante. 


La valeur de cette constante est facile A calculer; i] suffit de 
faire s = 0, dans la seconde équation. Or, puisque 


Vi ae gene a * U=Visniz, 


on a, pour s=o0, 


ten ae A Oro Cogs 
Neate Se dz dz? , 


par conséquent P(z) = o. Les deux équations cherchées sont done 


2 \2 
RON 4s joe AD Toe 
y dz? aus ae a” 


Nous n’insisterons pas davantage sur les fonctions elliptiques. 
Nous n’ayons pas voulu en ce moment faire leur étude, mais pré- 
senter simplement quelques applications des théorémes généraux 
de la théorie des fonctions. Aprés avoir étudié les fonctions al- 
gébriques, nous reviendrons plus longuement sur les fonctions 
doublement périodiques. 
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CHAPITRE XU. 


GENERALITES SUR LES FONCTIONS ALGEBRIQUES D'UNE 
VARIABLE. — THEOREME DE M. NCETHER. — SURFACES 
DE RIEMANN. 


I. — Définition des fonctions algébriques; développement 
dans le voisinage d’un point. 


1. Nous avons déja considéré, dans un cas trés particulier, une 


fonction algébrique : c’est le cas (Chap. V, § 18) ‘ou la relation 
entre uw et z est de la forme 


Ik étant un polynéme en s. Il est indispensable que nous appro-. 
fondissions l’étude générale des fonctions algébriques. 
Partons donc de la relation 


(1) ill, 6 y= 0, 


J étant un polynéme en uw el sirréductible, c’est-a-dire ne pouvant 
étre décomposé en un produit de polyndmes de degré moindre. 
Le polyndéme est supposé de degré m en wu pour une valeur ar- 
bitraire de z. Pour une telle valeur de z, nous avons donc m va- 
leurs distinctes de uw; d’aprés le théoréme général sur la décom- 
position en facteurs des fonctions de plusieurs variables (Chap. 1X, 
$7), il existera m développements holomorphes dans le voisi- 
nage de z, et se réduisant respectivement pour 3 = Z» aux m ra- 
cines de l’équation /(u, 39) = 0. Si donc on part en ») avec une 
des racines wy de cette équation, on pourra suivre de proche en 
proche la racine choisie, pourvu que le chemin ne passe pas par 
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un point ot plusieurs racines de (1) deviennent égales, c’est-a-dire 
par un point critique. 


Le cas ott une racine el une seule deviendrait infinie ne présente 


aucune difficulté; on pose dans Péquation (1) w= ~ et Von a I’é- 
‘ ( 
quation 


Biieuea ==" Os 
cette équation a alors une racine nulle simple. 


On peut remarquer que dans toute portion du plan ne contenant 
aucun de ces points critiques, le prolongement analytique de la 
fonction (ou de son inverse, si uw devient infinie) se fait toujours 
a l'aide d’un cercle dont le rayon ne descend pas au-dessous d’un 
certain minimum, et nous concluons de la que, une fois choisie la 
racine en un point Zo de l’aire limitée par un contour simple ne 
comprenant a son inlérieur aucun point critique, l’équation (1) 
définit une fonction uniforme dans cette aire. 


2. Nous avons jusqu’ici laissé de cdté les points critiques. D’a- 
prés un théoréme déja établi (Chap. IX, §7), nous savons que, 
si cette équation a, pour z= 4, n racines égales a 8, elle aura, 
pour z voisin de, n racines et n seulement yoisines de {. Soient, 
en s, voisin de «, 


(3) Ein lia Aarne Oily 


ces n valeurs. Si nous partons de z, avec la détermination uw, et 
que = tournant autour de x revienne en z,, “, qui n’a pu varier 
que trés peu, sera resté yoisin de { et se retrouvera alors en 3, avec 
une des déterminations (2). Si l’on ‘retrouve u,, la racine consi- 
dérée sera holomorphe dans le voisinage de z. Soit, dans ’hypo- 
thése contraire, Wy la détermination trouvée; en tournant une 
nouvelle fois on obtiendra, soit u,, soit une des autres détermi- 
nations U3, -+-, %m- Dans le premier cas, on aura deux racines 1, 
el Wy se permutant autour de a; dans le second, on continuera de 
la méme manieére, et finalement on arrivera 4 7’ racines 


Wier Was” ney: by (aS) 


se permutant circulairement autour de z. On dit que ces n’ ra- 
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cines, qui pour 52 prennent toutes la valeur 8, forment un 
systeme circulaire. Si l'on pose 


la fonction wv considérée comme fonction de z' sera holomorphe 
dans le voisinage de s’= 0, puisque ¢ fait n’ tours autour de 2, 
quand 3’ fait un tour autour de Vorigine. 
L’équation 
flu, oa’) =o 


aura done une racine holomorphe autour de lorigine, et, prenant 


pour s’=o la valeur 8, on peut la développer en une série 


enlicre 
wu=8+As'+Bs2-+.... 
Si maintenant nous revenons a la variable z, nous aurons le déve- 
loppement 
hb 2 
(3%) u=8+A(s—a)"+B(s—a)"+.... 


i) 


1 
Aux n’ déterminations de (s — a)” correspondent nm’ valeurs de w: 
ce sont les n’ racines qui se permutent circulairement. 
Nous arrivons donc a cette conclusion : 


Les racines qui pour 3=« deviennent égales a % forment 
un ou plusieurs systémes circulatres, et les racines d’un méme 
systéme circulaire sont, dans le voisinage de 4, représentées 
par un développement de la forme (3). 


3. Le résultat précédent pourrait suffire pour la théorie générale 
des fonctions algébriques et de leurs intégrales, mais, au point de 
vue pratique, on doit se demander comment on pourra obtenir les 
divers systémes circulaires et les nombres n! correspondants. 
Cette étude a fait objet d’un Mémoire classique de M. Pui- 
seux ("): 

Nous pouvons supposer «= =o, et nous partons donc de 


(') Purseux, Mémoire sur les fonctions algébriques ( Journal de Mathéma- 
tiques, t. XV; 1850). 
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équation 
(E) Cus) 0 


en admettant que, pour s = 0, l’équation ait n racines nulles. 

Pour s trés petit, ’équation aura n racines elles-mémes trés 
peliles; ce sont ces racines que nous deyons étudier. 

Soit uw une de ces racines : pour une valeur infiniment petite de s, 
‘tous les termes du premier membre de (E) sont infiniment petits. 
Nous allons nous laisser guider par cette idée que wu doit étre par 
rapport a s d’un ordre infinitésimal déterminé. On aura alors deux 
lermes au moins du méme ordre infinitésimal, soient 


AstuB et A’z%’ w8'. 


De ce que la limite de 
uP st 
uf" 53! 

est une quantité finie différente de zéro, on conclut que w est de 

ordre de s¥, p étant un nombre commensurable, nécessairement 

Wailleurs positif. 

Si Pon connaissait la valeur de » correspondant a une certaine 
racine, on ferait dans l’équation (E) Ja substitution 


U= TZ, 


et Von aurait, pour s = 0, une certaine équation en ¢. Les racines 
dle cette équation en 7, finies et différentes de zéro, donneraient 
les racines de l’équation (E) ordre yp. : il faut done trouver uw. 
Soit 
flu, 4) => Ay,g s%uB. 


Si west de degré p par rapport a =, le terme général sera d’ordre 
infinitésimal 
a+ Bp. 


On aura toutes les valeurs possibles de » en égalant a + fy a une 
autre expression analogue @ + 6’y, mais toutes les combinaisons 
ne sont pas acceptables. La valeur de » donnée par l’égalité pré- 
cédente doit étre telle que, aprés avoir remplacé wu par ¢s¥ dans I’é- 
quation, les autres termes soient d’ordre au moins égal a + Bu. 
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Pour trouver les valeurs de u, on procéde de la maniére sui- 
vante. Soit » une valeur convenable donnée par 


a+ Bu =a'+ B’u, 


uv représente l’inverse du coefficient angulaire changé de signe de 
la droite joignant les deux points A et A’ de coordonnées (2, 8) et 
(z', 8’) rapportés a des axes rectangulaires Oz et O8. De plus 
4+ Bu représente l’ordonnée a lorigine de cette droite; pour 
tout autre terme correspondant a 


on 


AY oe er 
: Agr, 8” 5%" uP", 
on doit avoir 


a arr 


a” 8" 4 + Bu, 


dot Pon conclut que le point (2, 8") doit étre sur la droite AA’ 


ou au-dessus (dans le sens des § positifs). 

On est ainsi conduit a la régle suivante : figurons tous les sys- 
tsmes d’exposants (#, 8) par des points rapportés 4 deux axes 
Oz et OB. Il y aura un point au moins sur Oz: soit P le point le 
plus rapproché de Vorigine (fig. 36). Autour du point P, on fait 
tourner OP de gauche a droite, Jusqu’a ce qu’on rencontre un ou 

Fig. 56. 


B 


a) 


Al (xf) 


plusieurs sommets; soit A le dernier de ces sommets. Faisons 
tourner ensuite la droite PA, toujours dans le méme sens, jusqu’a 
ce qu’elle rencontre un ou plusieurs autres points; soit A’ le 
dernier de ceux-ci. On fait tourner ensuite la droite AA‘ autour 
de A’, et l’on continue ainsi jusqu’a ce qu’on arrive 4 l’axe O86; 
sur cet axe, le point 8 = vr est le plus voisin de lorigine. 
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Soit done un cété quelconque AA’ dont le coefficient angulaire 


I fm 
est —~—, et désignons par 
uw 


Astup-...-- Alzo up! 


les termes correspondant a ce cété. On remplace uw par és" et lon 
a, aprés suppression du facteur s¢+8t, 


(4) AtB+...+A't’+s4(...)=0 (h>0). 


Pour s = 0, nous avons |’équation en ¢, qui a (/— 8 racines diffé- 
rentes de zéro, 


(5) A+...+ A’'tB’-B= 0. 


Au cété AA’ correspondent donc 6’— 8 racines de degré infi- 
nitésimal pe En faisant la somme 


> 8), 


on retrouve manifestement r; donc toutes les racines sont ainsi 
trouvées. 


4. Avant d’aller plus loin, faisons d’abord une remarque im- 
portante sur l’équation (4). 


Soit u = Z (la fraction 2 étant irréductible ), on a 
q q : 


‘ 


Il résulte de la que 8’— 8 est un multiple de g; d’une maniére 
plus générale, et pour la méme raison, si nous avons dans |’équa- 


tion le terme 
An z76"—6: 


Pexposant 6’ — @ sera un multiple de g. Donc l’équation (5) est 
une équation en tf. 
Revenons maintenant a l’équation (4); en y posant 


' 
zZ22= 27 


? 


elle deyient 


(6) eBLA +...+ A'tB’-B] + 3%G(t, 2’) = 0, 
Pp. — Il. 23. 
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 étant entier et positif et z/ ne figurant qu’a des puissances 
entiéres et positives. 

Si ¢, est une racine simple de l’équation (5), la racine ¢ de l’é- 
quation (6), devenant égale a ¢, pour s'= 0, sera une fonction 
holomorphe de z’ dans le voisinage de z' = o. Soit 


t=i+a2'+b2%-+..., 


et l’on aura pour wu le développement 


4 is P 
(7) a ee 


Or ce développement a g déterminations. On voit de suite qu'il 
donne 4 la fois les valeurs de w qui correspondent aux racines 


PRY Fike Wie 


de l’équation (5) dont Ja puissance gi*™® est la méme. En effet, 
les g déterminations du développement (7), quand z tourne au- 
tour de lorigine, ne cessent d’étre racines de l’équation initiale, 
et elles ont précisément pour parties principales 


P P P 
4127, 057, ..+, tg. 


Ainsi les q valeurs de u, correspondant a g racines simples de 


(me forment un systéme 


Péquation (5) ayant méme puissance g 
circulaire représenté par le développement (7), et la séparation 


de ces racines est effectuée. 


5. Nous devons maintenant examiner le cas des racines mul- 
tiples de ’équation (5). 
Si ¢, est une racine multiple d’ordre 7 de cette équation, on aura 
évidemment 
gran: 


Posons dans I’équation (E) 


tya'P+U'. 


~ 
~~ 


Au lieu de l’équation entre uw et z, on aura une équation entre ¢’ 
et z’. Cette équation aura, pour 3’ = 0, r racines nulles pour les- 
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quelles ’exposant correspondant est supérieur a p, puisque, pour 
r racines u, la partie principale est ¢, s'?. Soit done 


Pr 
t'= 37 0, 


la fraction a jouant le méme role que la fraction 7 dans le para- 


graphe précédent. Si l’équation en 9, analogue a |’équation (5) 
en ¢, n’a que des racines simples, la séparation sera terminée. 
Supposons qu’elle ait une racine multiple d’ordre r’, on aura 


rq'sr 
el, par suite, 
GOED SOP ETOE 

q et q sont au moins égaux a un. On continuera ainsi tant que 
Jes équations analogues a l’équation (5) auront des racines mul- 
uples. Je dis quwil finira par arriver un moment ot cette équation 
n’aura que des racines simples. Placgons-nous en effet dans l’hy- 
pothése contraire. On aurait toujours alors, 4 partir d’un certain 
moment, des racines d’un méme degré de multiplicité, et les 
nombres qg seraient tous égaux a l’unité, condition indispensable 


pour que l’inégalité ci-dessus écrite soit vérifiée. Désignons par 
BiGsin ti —=0 


la premiére équation a partir de laquelle cette circonstance se pré- 
senterait. I] y aurait des racines ¢’ de cette équation que la méthode 
ne permettrait pas de séparer; en effet, une méme suite de 
polynémes en z’, de degrés indéfiniment croissants, représente- 
rait la partie principale de ces racines. Mais ceci est impossible, 
car Vordre infinitésimal de la différence de deux racines infini- 
ment petites est nécessairement un nombre fini, comme le montre 
immédiatement la considération du dernier terme de l’équation 
aux carrés des différences des racines; ce dernier terme est d’un 
ordre infinitésimal déterminé et la différence de deux racines est 
au plus d’un ordre moitié moindre que celui-la. Nous sommes 
donc assuré que les racines se trouveront 4 la fin séparées, et elles 
se trouveront diyisées en systémes circulaires, comme nous |’a- 
vions prévu a priori au § 2. 
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6. Donnons quelques exemples de la théorie précédente. Sup- , 
posons qu'il y ait dans l’équation un terme en 3; soit 
Ag+ A’ur—+...=0. 
Le polygone se composera dans ce cas d’une seule droite joignant 
le point z=1, 8 =o au pointa =o, 8 =n. On aura, pour dé- 


terminer 2, 
I—ntu. 


L’équation en ¢ sera donc 


A-+A’‘t2=0: 
il y aura un seul systéme circulaire de racines. 


Sans nous arréter au cas du point double a tangentes distinctes, 
prenons de suite le cas d’un point double a tangentes confondues, 
el soil y =o cette tangente. L’équation sera de la forme 


Oo = u?+ 627 + ausP +..., 


en écrivant le terme qui renferme z seul et celui qui contient w 
i la premiére puissance. 
Si 2p <q, la ligne polygonale aura deux cétés. Pour le pre- 


mier, 
g=pPpre. ou Y=q7—Pp- 
Pour le second, 
Prp=2p ou = p- 


Les deux développements sont distincts et procédent suivant les 
puissances entiéres de x. En langage géométrique, on a ]a un con- 
tact de deux branches. 

Si 2p > q, il n’y aura qu'un cété, et alors 


qd = 2 fea ou p=-- 


ID 


On pose u = tz”, et Véquation en ¢ est 
2+b=0. 


Suivant la parité de q, les deux racines formeront un systéme 
circulaire ou auront deux développements distincts. 
Prenons enfin le cas ol 2p = q. Il n’y a alors qu’un seul cdté 
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dans la ligne polygonale, et lon a 


B= p- 


L’équation en ¢ devient 
2+ at-+-6= 0. 


Si les racines sont distinctes, nous avons un contact de deux 
branches. Si les deux racines sont égales, nous nous trouvons 
dans le cas ot l’équation (E) a une racine multiple : soit donc 

a> 


. 
, 


b= 


Nous devons poser, d’aprés la théorie générale, 


- 


a 
@>=——ZP+t, 
2 


et il vient 


o=?t?+cs°Ptt+..., 


en supposant qu'il y ait dans |’équation un terme en 3??*!. Les 
termes qui renfermeront ?@’ au premier degré contiendront au 
moins s?*', Nous effectuerons donc certainement la séparation 
cherchée (dans l’hypothése c ~ 0) en posant 


Le cas p= 2 correspond au cas classique du rebroussement de 
seconde espéce. 


7. Arrétons-nous un moment sur les systémes circulaires en 
lesquels se trouvent parlagées les différentes racines dont nous 
venons de faire étude. Le développement peut s’écrire 


S oe 
u=Asr+Bsr +... (A. 0): 


% est ici un entier au moins égal 4 lunité, et si, comme nous le 
supposons, ce développement correspond a 7 racines, il ne 
pourra y avoir réduction avec un dénominateur commun moindre 
que n dans tous les exposants des diverses puissances de s. Au 
lieu du développement précédent, nous pouvons écrire 


s=t", 


u=At*+ Biari-+..., 
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le premier coefficient A, il est essentiel de le rappeler, n’étant 
pas nul. Si ~ est supérieur 4 n, nous dirons que le cycle est 
d’ordre n; au contraire, si a est inférieur 4, nous dirons qu él 
est d’ordre a. On voit que, si l’on fait sur uw et z un changement 
de variables linéaire, homogéne et d’ailleurs arbitraire, les déve- 
loppements des nouyelles variables (que nous continuerons a ap- 
peler w et s) auront leur développement suivant les puissances 
de ¢ commencant par un terme en J‘, N étant l’ordre du cycle. Ce 
nombre N est done le véritable élément 4 considérer au point de 
vue du cycle en luwi-méme, indépendant du choix des variables ou 
du systéme dé coordonnées. Les cycles d’ordre wn sont paruicu- 
liérement simples : dans ce cas, en prenant convenablement l'une 
des variables, on est assuré que la seconde variable s’exprime par 
une fonction holomorphe de la premiére dans le voisinage de l’o- 
rigine; pour un point simple d’une courbe, le cycle correspon- 
dant ala branche qui y passe est manifestement d’ordre wn. Fai- 
sons seulement encore la remarque évidente, d’aprés ce qui 
précede, que si, pour un cycle, on a les deux déyeloppements 


Be Ae 
Fiamma Nel Aes a 


A et A’ n’étant pas nuls tous deux, le cycle sera au plus 


dordre n ('). 


8. Nous venons d’étudier la fonction algébrique w de z dans le 
voisinage d’une valeur particuliére de z. Il nous faut maintenant 
considérer la fonction algébrique dans tout le plan. Nous allons 
faire voir que si l’équation 


CED 


de degré m en uw, est irréductible, on peut, en partant toujours du 
point 3) avee une certaine détermination Wy et en suivant un che- 
min conyenable, obtenir en un point arbitraire 3 une quel- 
conque des racines de l’équation précédente. En d’autres termes, 


(*) Pour une étudé approfondie des cycles, trés intéressante au point de vue 
géométrique, mais dont nous n’aurons point a faire usage, voir Etude sur les 
points singuliers des courbes planes, par Halphen, insérée a la suite de la Géo- 
metrie plane de M. Salmon. 
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la fonction définie par ’équation précédente admet m valeurs en 
chaque point et, par suite, /’éguation définit une seule fonction 
dont les m déterminations peuvent s’échanger en variant le che- 
min sulvi. 

La démonstration de ce théoréme important va résulter de suite 
des propositions générales établies précédemment sur les fonc- 
tions uniformes. Si la fonction avait seulement un nombre 
P(p<m) de déterminations, toute fonction entiére et symétrique 
de ces p déterminations serait une fonction de < uniforme dans 
tout le plan et n’ayant d'autres points singuliers que des pdles 
(Vinfini compris); elle serait done une fonction rationnelle 
de < (p. 123). Les p déterminations satisferaient donc 4 une équa- 
tion 

o(u, 3) =0, 
ou 9 est un polynéme en wu et z, de degré p en u, et, par suite, le 
polyndéme f/f ne serait pas irréducuble. 


9. Faisons une derniére remarque sur les points a Vinfini. On 
peut toujours, en faisant une transformation homographique con- 
venable, supposer que, dans la courbe algébrique 

S(4; u) SU 
es m directions asymptotiques sont distinctes et qu’aucune d’elles 
I direct ymptot t distinctes et qu’ dell 
nest paralléle 4 Vaxe des w. Ceci revient a dire que l’équation 
On(4, U) = 0, 
ol Om est ensemble des termes homogeénes de degré m, repré- 
sente m droiles distinctes, aucune d’elles ne coincidant avec l’axe 
es uw. Si alors 9, ---> fm désignent les in 
d Si alors ¢,, ¢, , £m désignent les m racines de 


Qm(1, t)=0, 


on aura pour les m valeurs de w les développements suivants 


Q 
1 
Uy = 4 + ay + Ee =I='6 #6" 
Bs» 
Ug = te 3g - — +6255 
Fi Bin 
Um = tms+ m+ care 


“a 


valables pour | z| suflisamment grand. 
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J’ajoute encore que, dans la suite, il nous arrivera constam- 
ment d’employer tantét un langage géométrique et de parler de 
courbe algébrique, tantét, au contraire, de parler de la fonction u 
de la variable complexe z. Il n’y a aucun inconvénient a le faire : 
les expressions géométriques de courbe, de points, d’axes Oz 
et Ow pourraient toujours étre remplacées par un langage analy- 
lique, mais qui serait quelquefois plus long et rendrait moins in- 
tuitifs les énoncés. 


II. — Théoréme de M. Nother. 


10. On vient de voir que les singularités d’une fonction ou 
d’une courbe algébrique peuvent étre trés compliquées. M. Né- 
ther a démontré une proposition extrémement importante sur la 
réduction des singularités. L’objet de ce théoréme est de faire voir 
qu’on ne diminue pas la généralité de la théorie des fonctions al- 
gébriques en se bornant aux courbes n’ayant d’autres points sin- 
guliers que des points multiples a tangentes distinctes ('). 

Soit f(x, vy) =o une courbe algébrique de degré m, dont Vori- 
gine sera supposée un point multiple d’ordre n, c’est-a-dire a 
n tangentes. On peut mettre cette équation sous la forme 


(E) On( 2, Y) + Onn 2%, Y) +--- + Om(2, y) = 9, 


et admettre que les axes des x et des y ne rencontrent la courbe 
qu’en des points simples en dehors de lorigine, que les tangentes 
a l’origine ne coincident pas avec les axes, et enfin que les direc- 
tions asymptotiques sont distinctes et différentes des axes. 


Cela posé, effectuons la transformation y = oe A la courbe(E) 
va correspondre point par point la courbe (E’), de degré 2m — n, 


EGY ia) aN een Naat) 


Le ga Ym-—n-) On+i(Y; 1)+...+gm-n Pie, 1) =0. 


(E’) 


(*) Le Mémoire de M. Nother se trouve dans le tome IX des Mathematische An- 
nalen. M. Halphen est revenu a plusieurs reprises sur le théoréme de M. Nother; 
on pourra consulter a ce sujet son Etude déja citée sur les points singuliers 
des courbes algébriques planes, qui forme un Appendice au Zraité des courbes 
planes de G. Salmon, et ot l’on trouyera toute une bibliographie de cette théo- 
rie. La démonstration que je donne ici m’a été communiquée par M. Simart. 
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Aur point multiple d@ordre n’ de la courbe (E), en dehors de 
Yaxe des x et de l’axe des y, va correspondre évidemment un 
point multiple d’ordre n! de la courbe (E’). 

A la valeur 2 =o sur la premiére courbe correspondent n va- 
leurs de y nulles et m — n autres distinctes. A ces points corres- 
pondent, sur la seconde courbe, d’abord un point multiple d’ordre 
m—n (x=0, Y=0), 4 m—n tangentes distinctes, puisque, 
pour z= 0, les m —n valeurs correspondantes de y sont différentes 
entre elles et différentes de zéro; et ensuite r points simples ou 
multiples de l’axe des x, déterminés par Wnt; tye 0. 

A la valeur z= correspondent m valeurs de Y distinctes; 
dailleurs, pour Y =, les m — n valeurs de x sont distinctes. 

Nous avons done substitué a la courbe (E) une courbe (E’) qui, 
en dehors de l’axe des x, a les points multiples de la premiére ; 
mais qui a, au point zo, Yo, un point multiple d’ordre 
m — n, a tangentes distinctes, et, sur l’axe des Y(x = 0), n points 
déterminés par o,(Y,1) =o qui pourront étre distincts ou con- 
fondus. 

Supposons que l’équation 9,(Y, 1) =o ait une racine multiple 
Y =Y, a laquelle corresponde un point multiple d’ordre We Sipe 

Par une transformation homographique arbitraire 


az'+by' a'a'+b'y' 
a’ a! + bry! +c’ 


? Y¥—Y,==— 


a’ a’ + by’ +c’ 
on substituera a la courbe (E’) la courbe de degré (2 m — n) 
(E,) On (2, Y') + Gn W( 2s Yee Gam—n(#', y’) = 0. 


Cette courbe satisfait aux mémes conditions que la courbe (E), 
et ses directions asymptotiques sont distinctes et différentes de 
zéro. Elle a, en dehors des points déterminés par 9,(Y,1) = 0, 
xz = 0, des points multiples correspondant aux points multiples 
de (E), plus wn point multiple d’ordre m—n 4 tangentes dis- 
linctes provenant du point =o, Y =o, un autre point mul- 
tiple d’ordre m—n a tangentes distincles proyenant du point 
Y =o, et enfin wn point multiple d’ordre m a tangentes distinctes 
provenant du point 2 = a. 

On fera sur la courbe (E,) les mémes transformations que sur 
la courbe (E), jusqu’a ce qu’on ait obtenu finalement une équa- 
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tion, telle que 9,(Y,1) =o, dont toutes les racines soient dis- 
tinctes. L’opération prendra fin certainement; car suppo- 
sons qu’on ait constamment n’=n. La courbe (E,), de degré 
m,=2m—n, ades points multiples correspondant a ceux de la 
courbe (E), plus deux points multiples d’ordre (m— nn) a tan- 
gentes distinctes équivalant 4 (m—n)(m—n—1) points dou- 


bles, et wn point multiple d’ordre m a tangentes distinctes équiva- 


5 (mu —T) 


lant a points doubles. 


2 
La courbe (E,), de degré m, = 2m,—n, présente, par rapport 
i (E,), les mémes différences que (E,) par rapport a (E). 
Finalement, en désignant par d; le nombre des points doubles 
de la courbe E;, correspondant aux points multiples a tangentes 
distincles successivement introduits, on aura 


i=k—-1 


m;(m;—1) 
a= > [om my Cm n I)+ aes |: 


20 


Or ona 
m;= 2'(m—n)+n; 
done 


\ on — 3 n(nm—1) 
vy oy 2 eee eee 
>i ry n) ; (2 1) +h 


5 
ar , 
dj,= —(m— n)? 
2 


La différence de ce nombre et du nombre maximum des points 
doubles, pour une courbe irréductible de degré m,, 


(my— 1) (mp-- 2.) 
est 
(m—n)? 2n— 3 n(n—1) (7 = 1).(n —3)/ 


— (m— n) ——_ + k 
2 ( ) 2 ; 2 o. 


Cette différence deviendrait positive pour k suffisamment 
grand, ce qui est impossible ('); il faut done que nm diminue jus- 


(*) Nous admettons ici le théoréme de Cramer qu’une courbe de degré m ir- 
(m—1)(m—2) 


réductible ne peut avoir plus de ————~——~ points doubles ou un nombre 


de points multiples a tangentes distinctes équivalent 4 ce nombre de points dou- 

bles en regardant un point multiple d’ordre k& 4 tangentes distinctes comme 

k(k—1) 
2 


équivalent a — points doubles. On trouyera des explications sur ce sujet 


dans le dernier Chapitre de ce yolume relatif aux courbes unicursales. 


9 
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qua devenir égal 4 Vunité (). IL arrivera donc un moment ot le 
point multiple, a Porigine de la courbe primitive, aura été rem- 
placé, dans la courbe transformée, par des points multiples 
ordre moindre, et cette transformation n’a introduit par ail- 
leurs que des points multiples 4 tangentes distinctes. On peut al- 
ler ainsi de proche en proche, et l’on arrive ainsi & une courbe 
qui na plus que des points multiples a tangentes distinctes. 


11. Appelons, d’une maniére générale, transformation bira- 
tionnelle une transformation de la forme 


\ Ria tes yh) 


(8) i 
| Y = Q(z, oN 


P et Q étant des fonctions rationnelles en x et y, et ‘ot lon a 
inversement 

| e=PL(X,Y), 
(9) } 


Yl Q: (X, Y), 


P, et Q, étant rationnelles en X et Y. Sila transformation (8) est 
susceptible de prendre la forme (g) pour tout point (x,y) du 
plan, nous dirons que c’est une transformation birationnelle 
de plan a plan ou de Cremona. Mais une autre circonstance 
pourra se présenter; il est possible que l’on ne puisse passer 
de (8) a (g) qu’en tenant compte de ce que le point (2, v) se 
trouve sur une certaine courbe /(2, 7) =o. En désignant par 
F(X, Y) =o l’équation de la courbe transformée, on dit que les 
courbes f et F se correspondent point par point; mais cette cor- 
respondance n’est pas établie par une transformation de Cremona. 
Ainsi, la transformation 


» Ee Y= 
conduit 4 une transformation birationnelle de courbe a courbe, 


pour toute courbe n’ayant aucun des axes de coordonnées, suppo- 
sés rectangulaires, pour axes de symétrie. 
D ? 


(*) On aurait pu arriver autrement a ce résultat, en montrant que la sépara- 
tion des racines de l’équation primitive s’annulant pour 2 =o ne pourrait ja- 
mais étre effectuée si 7 ne finissait par deyenir égal a l’unité, ce qui serait en 
opposition avec les résultats de Puiseux. 
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On énoncera de la maniére suivante le théoréme de Nother : 


On peut. toujours, par une transformation de Cremona, 
transformer une courbe algébrique quelconque en une autre 
nayant que des points multiples a tangentes distinctes. 


12. Nous allons essayer maintenant de faire un pas de plus, en 
ramenant tous les points multiples 4 étre des points doubles. Pla- 
cons a l’origine un des points multiples de notre courbe 


TED x) = 0, 
et soient 


ey wee Ss 0" Se— 0 


les équations de trois coniques guelconques uniquement assujet- 
lies a passer a l’origine. II est entendu, une fois pour toutes, que 
les coefficients dans S,, Sz, S; sont des lettres arbitraires. Posons 


( aay vy) 


> a 
rye fee 
\ S3(2, v7) 


A la courbe proposée correspond, par la transformation (%), 


une courbe 
W(X, Viteds 


Hl est d’abord facile de voir que les courbes f et F se corres- 
pondent point par point, c’est-a-dire qu’a un point arbitraire de 
Pune quelconque d’entre elles correspond un seul point de l'autre 
et inversement. Il faut donc montrer qu’a un point arbitraire de 
la courbe F ne correspond qu’un seul point de f. A un systéme de 
valeurs de (X,Y) correspondent, par les équations (%), trois 
points (x, v) en outre de l’origine. Sur ces trois points, un seul 
est sur la courbe f quand (X, Y) est arbitraire sur F. I] suffit, 
pour s’en assurer, d’envisager un cas particulier; si la chose a leu 
dans un cas particulier, 4 plus forte raison aura-t-elle lieu quand 
les coefficients de S seront arbitraires. Or prenons pour S;, So, Ss 
trois coniques passant a l’origine et ayant deux autres points com- 
muns A et B non situés sur f, soit 


S:=%, S2= 92; S3 = 43. 
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Les deux coniques 


o3(2, y)X—a4(2, Y) = 0, 
o3(2@, y) Y—o(z, vy) =0, 


pour un systéme de valeurs données a X et a Y, ont, en dehors de 
Vorigine, comme points communs les deux points A et B et un 
troisiéme point a. Ce dernier point seul appartient a f [le 
point (X,Y) étant, bien entendu, situé sur F]. Dans l’exemple 
que nous venons de prendre, la transformation X est birationnelle 
de plan a plan, mais peu importe. Si l’on prend un exemple voi- 
sin de celui-la, 


Si; = o,+ 9}, So= 02+ 665, S3= 03-+ 94, 


les a désignant des coniques quelconques passant 4 l’origine, tout 
aura varié trés peu en passant d’un exemple 4a l'autre si la con- 
stante ¢ est trés petite, et des trois points communs aux deux co- 


niques 
(o3-+ 253) X — (o,+ 20, ) = 0, 


(o3-+ 203) Y—(a,+ ec) =0, 


(X, Y) étant sur la courbe F’ obtenue par la transformation (la- 
quelle différe trés peu de F), un seul sera sur le courbe /, puis- 
qu’il en est ainsi pour «= 0. 

Par conséquent, pour une transformation de la forme précé- 
dente & coefficients arbitraires, nous aurons un seul des trois 
points (x,y), correspondant a un point arbitraire (X,Y) de la 
courbe transformée F, qui sera situé sur f(a, y). 

Ceci posé, cherchons quel est Je point correspondant a lori- 
gine. On aura, si ce point est un point multiple d’ordre ¢g a tan-: 
gentes distinctes, q points simples distincts. Les autres points mul- 
tiples seront restés du méme ordre de multiplicité, etleurs tangentes 
resteront distinctes. Mais cette transformation aura fait naitre des 
points doubles; ils correspondront aux points distincts (2, 9’) 
(2', y') de f, pour lesquels on aura 


Il existera bien de tels couples de points puisqu’on a quatre 
équations 4 quatre inconnues pour les déterminer. Il faudrait 
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voir nettement que les solutions de ces équations seront simples 
et s’associeront seulement deux a deux pour former des points 
doubles a tangentes distinctes en supposant bien entendu que les 
coefficients de S,;, S:, S3; sont absolument arbitraires. La chose 
n’est pas douteuse, mais je ne vois guére le moyen de la mettre 
en éyidence de maniére A éyiter toute objection, quoique des rai- 
sonnements par continuité, analogues a celui que nous avons fait 
plus haut, puissent rendre l’assertion plus que vraisemblable. 

Sil’on passe sur la difficulté que nous venons de signaler, on voit 
que, en opérant de proche en proche, on arrivera & une courbe 
nayant plus que des points doubles a tangentes distinctes ('). 

Au surplus, dans toutes les théories que nous allons exposer, 
il importera peu que la courbe n’ait que des points doubles pourvu 
que tous ses points multiples soient a tangentes distinctes. 


13. Nous supposerons dans la suite que la courbe n’ait que 
des points multiples a tangentes distinctes et que les axes n’occu- 
pent aucune position particuliére par rapport a la courbe (?). Soit 
toujours 


S(my)=0 


Péquation de la courbe supposée de degré m. La fonction algé- 
brique y de x définie par cette équation aura un certain nombre 
de points de ramification, c’est-a-dire qu il y aura un certain 
nombre de valeurs de x autour desquelles deux valeurs de y se 
permuteront. Ces valeurs de x sont celles pour lesquelles deux 
valeurs de y deviennent égales, abstraction faite des valeurs de x 
correspondant aux points multiples, pour lesquelles, les bran- 
ches étant distinctes, aucune’ permutation ne se produit. Les 
points de ramification correspondent donc aux points de contact 
des tangentes a la courbe paralléles 4 Oy. Soit (a, b) un tel 
point; l’équation de la courbe peut s’écrire 


o=a2—a+A(y—b)?+...; 


(*) Halphen, dans le Mémoire que nous avons cité, arrive a ce théoréme sans 
signaler méme l’objection a laquelle nous yenons de nous arréter. 

(*) Riemann ne suppose pas que l’équation f(z, y) =o soit du méme degré 
en yet en z. Il n’ya pas a cela d’intérét pour la théorie générale; il en est autre- 
ment pour certaines applications. Nous y reviendrons au Chapitre XVI (Sect. IV ). 
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A ne sera pas nul, puisque Oy occupe une position arbitraire par 
rapport a la courbe. On aura done bien 


y—b=aVe—a... («A0), 


et lon voit clairement la permutation des deux racines qui de- 
viennent égales 4 b pour 2 =a. Le nombre des points de ramifi- 
cation sera manifestement égal au nombre des tangentes 4 la 
courbe paralléles 4 une direction arbitraire, c’est-a-dire a la classe 
de la courbe. 

Supposons que la courbe ait a points multiples d’ordre i a 
tangentes distinctes; on sait (') que la classe sera égale a 


m(m —1)— Sa; i(i—1), 


et par suite, en appelant le nombre des points de ramification, 
on aura 


w = m(m—t) —» a; U(t—1), 


la somme » étant relative aux différentes valeurs de ¢ (i2 2). 


III. — Des surfaces de Riemann. 


14. Joignons un point arbitraire O du plan a tous les points de 
ramification; nous formerons ainsi un certain nombre de lacets se 
suivant dans un ordre déterminé. Pour fixer les idées, numéro- 
tons-les dans l’ordre ot ils se présentent de la gauche vers la 
droite. Supposons que le premier lacet, le lacet 1, échange 
en O les deux racines a et b. Sinous suivons tous les lacets suc- 
cessivement en partant de O avec la valeur a, nous devons reve- 
nir a cette valeur, au moins aprés avoir parcouru tous les lacets, 
mais ceci peut arriver avant que nous arrivions au dernier lacet. 

Supposons, par exemple, que le lacet 8 soit le premier qui 
nous raméne au point O avec la racine a. Nous avons marqué 
sur chaque lacet les deux racines qu’il permute. Nous allons mo- 


(*) Nous admettons cette formule de Plucker, qui s’établit de suite en remar- 
quant que la courbe 2, /). Sa A a &) f;=0 a,en un point multiple d’ordre ¢ 
de f, un point multiple d’ordre z—r1 pour lequel aucune tangente ne coincide 
avec une tangente de f, (2, %o, Jo étant arbitraires). 
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difier ordre primitif des lacets. I] peut y avoir, en dehors des 
deux extrémes 1 et 8, un certain nombre de lacets permutant a; 
il y en a deux dans la figure, les lacets 3 et 7. On va remplacer 
le lacet 8 par un autre lacet partant de O entre 1 et 2 el coupant. 


les lacets qui permutent a; nous figurons en pointillé ce lacet 
qui va remplacer 8. Quelles racines permutera le nouveau lacet 
ainsi obtenu? Celui-ci est équivalent 4 un chemin, formé d’abord 
des lacets 2, 4, 5, 6 successivement parcourus qui raménent ma- 
nifestement la racine a quand on est parti au début avec cette 
méme racine, et terminé par les lacets 8, 6, 5, 4, 2 qui raménent 
en O la racine 6. Notre nouveau lacet permute donc a et b. : 

On remplacera d’une maniére analogue les lacets 7 et 3 qui 
permutent a, en les faisant passer a gauche du lacet 8, comme I’in- 
diquent les traits pointillés. On voit tout de suite que ces nouveaux 
lacets ne permutent plus la racine a. Prenons, par exemple, le 
nouveau lacet 7. Il sera équivalent au lacet ae, puis aux lacets am 
et ae; or m est nécessairement différent de e, car autrement 8 ne 
serait pas le premier lacet ramenant a. II] est alors évident que le 
nouveau lacet 7 revient au lacet ge parcouru deux fois, c’est-a-dire 
quwil ne permute pas @ avec une autre racine. 

Nous avons ainsi substitué aux lacets primitifs une nouvelle 
suite de lacets dont les deux premiers permutent a et 0; les 
autres lacets n’ont pas changé, sauf quelques-uns qui ont été rem- 
placés par d’autres lacets ne permutant pas a. 

Partant maintenant toujours avec la valeur a, mais en commen- 
cant par le second lacet de notre nouyelle suite, nous allons faire 
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les mémes raisonnements que plus haut. Nous aurons alors une 
troisiéme succession de lacets dont les trois premiers permuteront 
a et b, et nous avons introduit de nouveaux lacets ne permu- 
tant pas @. 

En continuant ainsi, il est évident que nous obtiendrons une 
suite de lacets tracés dans un ordre tel que tous les lacets per- 
mutant a et b seront au premier rang et que tous les suivants 
ne permuteront plus la racine a. D’ailleurs le nombre des lacets 
permutant ab, ainsi obtenus, sera nécessairement pair; sinon, 
un contour partant de O, avec la valeur initiale a, ne pourrait 
pas ramener la racine @ aprés avoir enveloppé tous les points de 
ramification, puisque, en dehors des lacets permutant a et 0, il 
n’y a plus de lacets permutant a avec une autre racine. 

Nous n/allons plus maintenant modifier les lacets permutant « 
et b, et nous laissons entiérement de cdté, pour le moment, un 
certain angle du plan ayant O pour sommet et les contenant. On 
peut supposer que le premier lacet que nous rencontrons sur la 
droite (aprés les lacets ab) permute 6 avec une troisiéme racine c. 
Nous opérerons avec 6 et c comme nous avons opéré avec a et b; 
on pourra done grouper ensemble tous les lacets permutant b etc 
4 la suite des lacets permutant a et 0, et ainsi de suite. 

Finalement, nous pouvons supposer que les lacets qui Joignent 
le point O & tous les points de ramification se composent, en 
allant de la gauche vers la droite, d’un nombre pair de lacets 
permutant a et b, d’un nombre pair de lacets permutant b 
et c, elc., et enfin d’un nombre parr de lacets permutant k et /, 
en désignant par a, b, ..., k, ¢ les m racines de |’équation 
f(a, =) = 0 quand z est en O. 


15. Nous pouvons définir maintenant bien nettement la sur- 
face de Riemann correspondant a la fonction algébrique dont 
nous faisons l'étude. Considérons d’abord les lacets A permutant 
a et b, soit a, a2, ..-, ag (fig. 38), en les supposant au 
nombre de six. Joignons-les par des lignes @, a2, @3 a4, a; ay de 
telle sorte que les triangles Oa, a2, Oa3a,, Oa; a, ne renferment 
aucun point critique a leur intérieur, ce qui est évidemment pos- 
sible. Sil’on suppose que la variable z ne traverse pas les lignes 
précédentes, la racine wu de l’équation f(u, 3) = 0, prenant en O 
2 P, — Il. 


f 
24 
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la valeur a, sera une fonction de s n’ayant qu’une valeur en 
tout point du plan. Tout chemin raménera en effet la méme va- 
leur en O; la chose est éyidente pour tout chemin qui n’enye- 
loppe pas une des lignes précédentes, puisque aucun des lacets 


6 

autres que les lacets A ne permute a; quant a un chemin entou- 
rant @,@,, par exemple, il sera équivalent aux lacets a, et ay 
successivement parcourus et raménera par suite a. Nous considé- 
rons donc un premier plan sur lequel sont tracées les sections 
(,Qy, A3;4,, A; 4, que nous appellerons sections A; nous dési- 
gnerons ce plan sous le nom de plan a, rappelant ainsi que la 
fonction w, qui prend en O la valeur a, n’a qu’une valeur dans ce 
plan quand la variable z est assujettie a ne pas traverser les sec- 
tions. 

Nous envisagerons de méme un second plan, superposé au 
premier, ot l’on aura tracé les mémes sections que dans le plan a 
et en plus des secions B correspondant aux extrémités des lacets b 
permutant & et ¢ jointes de deux en deux : ce serale plan b. La 
fonction uw, prenant en O la’ valeur }, n’aura qu'une valeur dans 
ce plan si la variable respecte les sections A et B qui y sont 
tracées. 

On continuera ainsi de facgon a faire correspondre un plan, ot 
sont tracées certaines secuions, a chacune des racines a, b,..., ¢. 
Dans le dernier plan JZ, il n’y aura qu’un seul systéme de sections 
comme dans le premier plan a. Pour tous les autres plans, il y 
aura deux systémes de sections. Avec ces différents plans ou 
feuillets superposés, nous allons former une surface unique. Si 
Von prend deux points m et m’ de célés différents d’une section A, 
infiniment rapprochés de celle-ci, et situés respectivement sur le 
feuillet a et le feuillet 6, les deux valeurs correspondantes de u 
seront infiniment voisines l’une de l'autre; on obtient, en effet, la 
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méme valeur au point (m, m’) (fig. 39) en partant de O avec la 
valeur @ et suivant le chemin C, qu’en partant de O avec la va- 


Fig. 39. 


leur } et suivant le chemin C’, Imaginons done que chaque sec- 
tion A soit une ligne de croisement pour les deux feuillets a 
et b, c’est-a-dire que l’on passe du feuillet a au feuillet 6, et inver- 
sement, chaque fois qu’on traverse une section A. Par ce passage, 
la continuité de la fonction wu correspondante sera respectée. Nous 
établirons de la méme maniére des lignes de croisement entre le 
feuillet } et le feuillet c : ce seront les sections B. On continuera 
ainsi en établissant successivement des lignes de croisement 
C, ..., K entre deux feuillets consécutifs; l’avant-dernier feuil- 
let & sera lié au dernier feuillet ¢ par les lignes de croisement K. 
L’ensemble des feuillets ainsi réunis peut étre regardé comme for- 
mant une surface unique : on Vappelle la surface de Rie- 
mann ('), correspondant a la relation algébrique f(u, z) = 0. On 
voit que la fonction algébrique u est untforme sur cette surface 
de Riemann; a chaque point de celle-ci se trouve associée une 
seule valeur de u, qui est la valeur correspondante au feuillet sur 
lequel se trouve le point que l’on consideére. 

Cette surface est d’ailleurs connexe, c’est-a-dire forme un con- 
tinuum unique tel que l’on peut passer d’un quelconque de ses 
points 4 un autre quelconque de ses points, car on peut passer 


(*) Le Mémoire fondamental de Riemann ot la notion du plan recouvert de 
feuillets a été introduite pour la premiére fois est intitulé : Theorie der abel- 
schen Functionen (voir les OFuvres complétes de Riemann). Les surfaces de 
Riemann ont été surtout étudiées en Allemagne. On trouvera dans le premier 
Chapitre de la Thése de M. Simart (Paris, 1882) un exposé trés complet et trés 
rigoureux des théorémes relatifs 4 la connexité de ces surfaces, qui pour la plu- 
part ne sont qu’énoncés par Riemann. Nous aurons a citer dans un moment 
Clebsch et M. Liiroth qui ont apporté une importante contribution a la théorie. 
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d’un lacet 4 un autre en remontant ou descendant la chaine que 
forment les feuillets successifs. Le théoréme précédent, d’aprés 
lequel les feuillets successifs d’une surface de Riemann peuvent 
étre liés les uns aux autres de maniére qu'il n’y ait de lignes de 
croisement qu’entre deux feuillets consécultifs, a été démontré 
pour la premiére fois par M. Liiroth (Wathematische Annalen, 


tLe 


16. Nous allons faire subir une transformation a la surface de 
Riemann que nous venons de construire. Notre but est de faire 
voir qu’on peut s’arranger de telle maniére qu'il n’y ait qu’une 
seule ligne de croisement A, une seule ligne de croisement B, et 
ainsi de suite jusqu’a l’avant-dernier systéme de lignes de croise- 
ment : il y aura seulement, entre |’avant-dernier feuillet et le der- 
nier, un certain nombre de lignes de croisement généralement 
supérieur a wn. 

Considérons six lacets consécutifs dont les quatre premiers per- 


mutent a et b, et les deux derniers b etc. Marquons sur la figure 
ces six lacets (fig. 40). 

Nous allons d’abord faire passer au quatriéme et cinquiéme 
rang le troisiéme et le quatriéme lacet ab en les formant avec les 
lignes pointillées partant dans l’angle formé par les deux lacets bc. 
On voit immédiatement que les deux nouveaux lacets permute- 
ronta@etle. 

Nous avons alors une nouvelle disposition que nous figurons de 
nouveau (fig. 41). Nous y remplacons les deux lacets ac par 
deux autres lacets obtenus au moyen des lignes pointillées et qui 
vont prendre le premier et le deuxiéme rang; ces deux nouveaux 
lacets, on le voit tout de suite, permuteront les racines & et c. 
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Nous aurons done, aprés ces deux transformations, deux lacets 
consécutifs be, deux lacets consécutifs ab et deux lacets consécu- 


tifs be. On yoit que deux lacets consécutifs ab ont été remplacés 
par deux lacets consécutifs bc. On pourra ainsi faire disparaitre 
tous les systémes de deux lacets consécutifs ab, sauf un seul. 

On opérera de la méme maniére pour ne garder qu’un systéme 
de deux lacets consécutifs be, et ainsi de suite. Il n’y aura que 
pour les deux derniéres racines qu’il sera impossible de faire une 
pareille réduction; nous aurons alors pour ces deux derniéres ra- 
cines un nombre, qui pourra étre quelconque, de deux lacets 
consécutifs. 

Revenons a la surface de Riemann, construite comme nous 
avons indiqué plus haut, mais en employant ces nouveaux lacets. 
Il est clair que le premier feuillet sera seulement lié au second 
par une seule ligne de croisement; il en sera de méme pour le 
deuxiéme et le troisiéme feuillet, et ainsi de suite; les deux der- 
niers feuillets seuls auront entre eux un certain nombre de lignes 
de croisement. Nous désignerons ce nombre par p +1. La possi- 
bilité de former une surface de Riemann, ot les feuillets sont réu- 
nis les uns aux autres a la maniére d’une chaine, et ot chaque 
feuillet, sauf les deux derniers, est réuni au suivant par une seule 
ligne de croisement, a été indiquée d’abord par Clebsch (M/athe- 
matische Annalen, t. V1). 


17. Nous avons désigné par p-+-1 le nombre des lignes de 
croisement unissant le (m — 1)*™ feuillet au mi*™*, On peut expri- 
mer de suite p en fonction du nombre w des points de ramifica- 
tion. Nous avons un nombre de lignes de croisement égal a 


M2 = PI» 
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Ce nombre doit représenter la moitié du nombre des points de 
ramification; d’ot la formule 


w= 2(m +p —)). 


On peut encore exprimer p en fonction du nombre des points 
multiples de la courbe. Ona en effet, comme nous l’ayons yu (13), 


v= m(m— )y—-> ajt(t—1). 
On en conclut 


mee ee 


2 2 


18. La surface de Riemann S est, en définitive, une surface con- 
nexe, pour laquelle a chaque point correspond un seul point de la 
courbe algébrique, ou, si l'on aime mieux, un seul systéme de 
valeurs de x et y satisfaisant a la relation algébrique 


Fey 34) = 08 


Il est manifeste qu’une telle surface n’est pas unique. Toute 
autre surface que l’on pourra faire correspondre point par point a 
la surface S jouira de la méme propriété que cette derniére. On 
aura, en particulier, une telle surface en déformant la surface de 
Riemann regardée comme flexible et extensible, en supposant, 
toutefois, qu’on ne produise pas de déchirures ni de duplica- 
tures. Dans ces conditions, on peut regarder les deux surfaces 
ainsi transformées comme applicables l'une sur lautre. Il est 
clair que on ne prend pas le mot applicable dans le sens de la 
Géométrie infinitésimale. Il ne s’agit ici que de Géométrie de 
situation, analysis situs, comme disait Riemann, et nous youlons 
dire que la déformation continue, qui permet de passer d’une sur- 
face a l’autre, peut ¢tre regardée comme établissant une corres- 
pondance bien déterminée entre les points des deux surfaces ('). 


(*) M. Jordan a publié des recherches importantes sur la déformation des sur- 
faces entendue comme il vient d’étre dit (Journal de Liouville, 2° série, t. XI; 
1866). Il démontre, en particulier, que deux surfaces fermées ayant le méme 
nombre de trous sont applicables l’une sur l’autre. Voir aussi, sur des questions 
analogues, deux Mémoires de M. Klein (Math. Annalen, t. VI et IX). 
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Nous allons done faire subir 4 S une déformation qui aura le 
grand avantage de rendre plus objective la surface en la dilatant 
en quelque sorte dans l’espace a trois dimensions ('). 

Une premiére modification, qui ne modifie en rien le caractére 
de la surface de Riemann, consiste 4 faire, par rapport a un point 
arbitraire de l’espace, une transformation par rayons vecteurs ré- 
ciproques du plan sur lequel sont disposés les m feuillets. Au lieu 
de m feuillets plans, nous avons alors m feuillets sphériques su- 
perposés. Deux feuillets successifs de la sphére sont liés par une 
seule ligne de croisement, excepté les deux derniers, qui sont liés 
par p-+t lignes de cette sorte. 

Crest la surface formée de ces m feuillets sphériques que nous 
voulons déformer. Considérons d’abord te cas simple ot il y au- 
rait seulement deux feuillets réunis par une seule ligne de croise- 
ment AB, que l’on peut supposer étre une portion d’un arc 
de grand cercle. Nous avons alors deux feuillets, un feuillet 
interne et un feuillet externe. Déformons le feuillet interne en 
‘son symélrique par rapport au plan du grand cercle conte- 
nant AB; {dans cette déformation, les deux hémisphéres de ce 
feuillet interne doivent, 4 un certain moment, se pénétrer lun 
autre, mais cela a lieu sans que la continuité de Pun ou l'autre 
soit altérée. La modification que nous avons fait subir au feuillet 
interne a pour conséquence que, quand un point cheminant sur 
le feuillet externe rencontre la ligne de croisement, il reste du 
méme cété de cette ligne aprés lavoir traversée, la surface s étant 
en quelque sorte repliée sur elle-méme le long de la ligne de croi- 
sement. On aura une idée trés nette de la nouvelle surface en 
considérant la surface de la sphére comme ayant deux cdtés, l’in- 
térieur et Vextérieur; on passe de l'un a l’autre quand on ren- 
contre AB, qu’on peut regarder comme une vérilable section faite 
dans la surface. On peut agrandir le trou fait dans la surface 
par AB et le regarder comme formé par une courbe fermée, un 


(*) Cest le géométre anglais Clifford qui parait avoir, le premier, remplacé 
la surface de Riemann sur le plan par une surface a p trous dans l’espace. Pour 
faire cette transformation, nous nous sommes servi de la méthode qu’il a em- 
ployée dans un petit Mémoire, d’une remarquable simplicité, consacré a cette 
théorie [On the canonical form and dissection of a Riemann’s surface (Pro- 
ceedings of the London mathematical Society, vol. VIM, n° 122)]}. 
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cercle par exemple. Notre surface se composerait alors des cétés 
interne et externe d’une calotte sphérique. Mais nous pouvons 
encore modifier cette surface avec un trou. Cette double calotte 
peut étre déformée en un disque plan que l’on considérerait 
comme ayant deux faces, le passage de l'une a l'autre ayant lieu 
par le périmétre du contour. De ce disque, si l’on yeut, on peut 
encore faire une sphére et, d’une maniére plus générale, une sur- 
lace sans trou. On pourrait aussi passer de la double calotte a la 
sphére en ramenant, d’une maniére continue, la face interne de la 
calotte 4 la zone manquant dans la sphére. 

Considérons un second cas particulier. Soient, toujours sur la 
sphére, deux feuillets, mais avec p—+-1 lignes de croisement. On 
peut éyidemment, par une déformation préalable des feuillets, 
supposer que ces lignes sont situées sur un méme grand cercle de 
la sphére. Nous pouvons alors appliquer au feuillet intérieur le 
méme procédé que tout a lheure, c’est-a-dire le remplacer par 
son image par rapport au plan du grand cercle contenant les 
lignes de croisement. On sera alors ramené 4 une double surface 
sphérique ayant p +1 trous, et l’on passe du cété externe au cdté 
interne de cette surface par le périmétre de chacun des trous. Un 
de ces trous peut étre supprimé, et nous pouyons convert notre 
surface en un disque plen a deux faces, disque a Vintérieur du- 
quel il reste p trous. On peut, si lon veut, dilater les deux faces 
du disque, et l’on a finalement wne surface avec p trous qui est 
applicable sur notre surface primitive de Riemann. 

Abordons enfin le cas général. Les feuillets suecessifs seront 
dans Vordre 1, 2, ..., meen allant de lintérieur vers l’extérieur, 
et c’est entre les feuillets m —1 et m quwil y a p+-1 lignes de 
croisement, et l’on peut supposer que toutes les lignes de croise- 
ment sont sur des grands cercles. Nous twansformerons le premier 
feuillet en lui substituant son image par rapport au plan du grand 
cercle qui contient la ligne de croisement du premier feuillet au 
second, et, en opérant comme précédemment, nous pouvons sub- 
stituer un seul feurllet a l'ensemble des deux premiers feuillets. 
Le méme procédé peut étre appliqué une nouvelle fois, et ainsi 
de suite, jusqu’a ce qu’on arrive a deux feuillets ayant p +1 li- 
gnes de croisement. C’est le cas étudié ci-dessus, et nous arrivons 
a la conclusion définitive qu'une surface de Riemann, a un 
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nombre quelconque de feuillets, peut étre appliquée sur une 
surface a p trous. 


19. Nous avons supposé, dans ce qui précéde, conformément 
au théoréme de Clebsch, que chaque feuillet est lié au suivant par 
une seule ligne de croisement. Il est aussi facile d’étudier le cas 
général ot, les feuillets étant toujours liés 4 la maniére d'une 
chaine, le premier est lié au second par x, lignes de croisement, 
le second au troisiéme par ky de ces lignes, et ainsi de suite, le 
(m —1)*™° feuillet étant lié au mi'™* par k,,_, lignes de croisement. 
On peut faire subir aux feuillets supposés sphériques les mémes 
déformations. La transformation du premier feuillet aménera 
/, —1 trous; celle du second, ky —1, et ainsi de suite. On trans- 


formera la surface en une surface a 
ky + hg +...4 km—) —(m—1) 

trous. En désignant encore par p ce nombre de trous, on a 
Pam—1=h+...+km-s. 


D’autre part, ~ désignant le nombre des points de ramification, 
} ) 5 . 


on aura 
w= 2(ky+...+ km_1), 


et la formule 
w= 2(m+ p—t), 


déja rencontrée au § 17, est donc générale. 


20. Faisons quelques remarques trés importantes sur les cir- 
cuits qu’on peut tracer sur une surface de Riemann. Pour bien 
fixer les idées, nous pouvons prendre comme schéma de la sur- 
face, sur laquelle nous allons raisonner, un disque plat a deux cd- 
lés et ayant p trous. Nous appelons circuit toute courbe fermée 
tracée sur la surface. Certains circuits, sur lesquels l’attention se 
porte d’elle-méme, vont jouer dans la théorie un réle capital : ce 
sont les circuits qui tournent autour d’un trou et ceux qui pas- 
sent a travers un trou. 

Soit le disque A (fig. 42) a trois trous y, y’, y’. Un circuit au- 
tour du trou y sera une ligne fermée C entourant une fois le 
trou y. Ce circuit C, que nous avons tracé en traits pleins, est a 
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considérer comme se trouvant sur le cété supérieur du disque. 
Un circuit a travers le trou y sera un circuit tel que D coupant 
une fois A et y, et se fermant sur le cété inférieur du disque par la 
ligne marquée en pointillé sur la figure. Nous pouvons de méme, 
autour des trous y’ et y", tracer les circuits C’ et C’, et a travers 


Fig. 42. Fig. 43. 


D'\ 


ces trous les circuits D’ et D’. Ces six circuits yont jouer le rdle 
de circuits fondamentauz, c’est-a-dire que tout autre circuit tracé 
sur la surface peut étre réduit, par une déformation continue, a 
coincider avec un chemin formé de un ou plusieurs de ces circuits 
et d’arcs parcourus deux fois dans des sens différents. La démon- 
stration de ce théoréme est immédiate. Remarquons d’abord 
qu'un circuit tel que D” (fig. 43) qui passe a travers les trous y 
et y' se raméne de suite par une déformation continue aux deux 
circuits D et D’ parcourus dans des sens conyenables, sans parler 
des arcs parcourus dans des sens contraires. En second lieu, tout 
circuit tracé sur un seul cété du disque se raméne 4 une somme 
de circuits C, C’, C’. Enfin, pour un circuit queleonque, on con- 
sidérera deux points de rencontre consécutifs de ce circuit avec 
une des lignes A, y, y’, ’. En associant a cette partie du circuit 
une ligne sur l’autre cété de la surface, formant avec elle un cir- 
cuit a travers un ou plusieurs trous, on détachera déja du circuit 
total un circuit réductible aux circuits C et D, et l’on aura alors 
un nouveau circuit pour lequel on continuera la réduction jusqu’a 
ce que le circuit, aprés ces soustractions successives, reste d’un 
méme cété du disque, et, finalement, on aura bien ramené le cir- 
cuit primitif 4 une somme de circuits C et D, abstraction faite 
d’ares parcourus deux fois en sens inverse. 
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Si, au lieu de trois trous, la surface avait p trous, nous aurions 
éyidemment p systémes de lignes C et D, 


21. Nous arrivons maintenant au point fondamental dans la 
théorie des surfaces de Riemann. Donnons tout de suite une défi- 
nition : une surface connexe est dite @ connexion simple quand 
elle est limitée par un seul contour, c’est-a-dire un contour pou- 
vant étre parcouru d’un trait continu, et que tout circuit tracé sur 
la surface ne traversant pas le contour peut se réduire 4 un point 
par une déformation continue (le contour étant toujours respecté 
pendant la déformation). 

Considérons l’ensemble des deux courbes C et D, et imaginons 
que l’on fasse (avec un canif) une section de la surface suivant cha- 
cune de ces deux lignes. Nous pouvons alors envisager chacune de 
celles-ci comme des lignes doubles infiniment rapprochées si- 
tuées de part et d’autre de la section. L’ensemble des deux lignes 
doubles C et D forme alors une courbe unique, que l’on peut 
parcourir d’un trait continu sans franchir jamais la section : c’est 


Mo. AA 
Fig. 44. 


ce quindique bien nettement la fig. 44, que l’on regardera d’a- 
bord en faisant abstraction de la ligne pq. 

On désigne souvent sous le nom de rétrosection (riickerschnitt) 
le contour unique, formé, comme il vient d’étre dit, avec les deux 
bords des deux sections. Nous pourrons ainsi tracer p rétrosec- 
tions sur la surface. 

Joignons un point de la premiére de ces rétrosections a la se- 
conde par une courbe le long de laquelle nous fendrons encore la 
surface, et qu’alors nous considérons encore comme une ligne 
double. Nous joindrons de méme la deuxiéme a la troisiéme rétro- 
section par une ligne analogue, et enfin la (p —1)i'™? a la pm, 
les différentes lignes auxiliaires ne se coupant pas (elles peuvent 
avoir seulement, si l’on veut, une extrémité commune). 
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Ainsi, on pourra prendre, si p= 3, les deux lignes pq et rs 


( fig. 49). 


L’ensemble des sections a deux bords, que nous venons de tra- 
cer, peul étre regardé comme un contour unique et fermé K, 
susceptible d’étre parcouru dun trait continu. La fig. 44, ot 
nous avons figuré l’arrivée de la seclion pq, le montre d’une ma- 
niere bien claire. 

Le tracé du contour K n’empéche pas la surface de rester con- 
nexe, c’est-’-dire qu’on peut aller d’un point quelconque de la 
surface 4 un autre point quelconque sans traverser K. Il faut 
maintenant établir que tout circuit tracé sur la surface, ne rencon- 
rant pas le contour K, peutse ramener a un point par une dé- 
formation continue. 

Nous ferons cette démonstration, d’une maniére pour ainsi 
dire intuitive, en reprenant le disque plat avec ses trois trous 
(pour fixer les idées). 

Prenons comme lignes auxiliaires les deux segments pg et qs 


Fig. 46. 


de A (fig. 46), compris entre les points ot les lignes D, qui sont 
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simplement figurées sur cette figure par des lignes droites sur la 
partie supérieure du disque, rencontrent A : quant aux lignes C, 
ce sont ici les périmétres y, 7’, 7’ des trous. Relativement. a la 
partie restée libre ps de A, nous pouyons sans inconyvénient la 
supposer rectiligne. Séparons alors les parties inférieure et supé- 
rieure du disque en faisant subir 4 lune d’elles une rotation de 


deux angles droits autour de ps. Nous aurons alors la nouvelle 


figure ci-dessous ( fig. 47). 


La surface est alors tout enti¢ére du méme cété du plan; elle 
est limitée par le contour extérieur, et a l’intérieur se trouvent six 
trous, joints par des coupures a ce contour extérieur. On voit ma- 
nifestement que tout circuit tracé sur le plan, ne traversant 
pas les lignes y et les coupures correspondantes, se réduira a 
un point. La figure donne l’exemple d’un tel circuit représenté 
par la ligne poinullée. 


22. Les résultats que nous venons d’obtenir pour la surface di- 
latée dans lespace s’appliquent immédiatement a la surface pri- 
mitiye de Riemann des m feuillets superposés, puisque ces deux 
surfaces sont applicables Pune sur autre, au sens dont nous 
sommes conyenus. 

Prenons le cas de deux feuillets avec p +1 lignes de croise- 
ment. Comme nous l’ayons yu (§ 18), dans la transformation de la 
surface en un disque plat 4 p trous, une des lignes de croisement 
devient le bord extérieur du disque, et les p autres deviennent les 
périmétres des trous. On voit done de suite les circuits qui 
vont jouer sur la surface le rdle des lignes C et D. Autour de p 
des lignes de croisement, tracgons sur un des feuillets p circuits : 
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ce seront les analogues des lignes C; on obtiendra les analogues 
des lignes D en tracgant des’ circuits rencontrant chacune des 
lignes précédentes et traversantla (p + 1)*™° ligne de croisement. 
Il ne reste plus qu’a joindre, a la maniére d’une chaine, chacune 
des rétroseclions ainsi formées par des lignes analogues de pq, 
rs, «+. On a alors sur la surface de Riemann un contour 
unique K, et ¢owt cireutt tracé sur la surface et ne rencontrant 
pas ce contour peut se rédutre & un point (point a distance finie 
ou a Vinfini). 

Soit, comme exemple, p = 2. Nous aurons alors trois lignes de 
croisement A, et l’on construit de suite les rétrosections (C, D), 
(C’, D’) qu’on unira par la ligne (48) (fig. 48). Ces rétrosec- 


Fig. 48. 
Dd D’ 


lions sont toujours a considérer, ainsi que «4, comme des lignes 
doubles, ainsi que nous ayons expliqué plus haut. 


23. Nous possédons les notions essentielles sur les surfaces de 
Riemann. Nous n’aurons maintenant aucune difficulté a suivre le 
mouvement d’un point sur une telle surface. En tout cas, en re- 
courant d la surface percée de p trous, dont le schéma est si 
simple, on a une représentation extrémement précise qui permet 
de voir directement les choses sans aucun effort. 

Voici encore une remarque importante pour la suite : tout circuit 
tracé sur la surface de Riemann, rendue simplement connexe par 
le contour K, peut étre regardé, abstraction faite de chemins par- 
courus deux fois en sens contraires, comme une somme de cir- 
cults respectivement tracés sur un seul feuillet de la surface, et 
de circuits entourant un seul point de ramification. 

Il suffira, pour ’établir, de considérer le cas de deux feuillets 
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réunis par p-+-1 lignes de croisement. En se reportant a la 
Ng. 47, ol sont représentés les deux cdtés du disque dédoublé, on 
voit qu’un circuit tel que le circuit pointillé peut se ramener a 
une somme de circuits, situés les uns a droite, les autres 4 gauche 
de la droite joignant les points p et s, et de circuits trés petits 
entourant les points de la droite ps (s’il en existe) qui correspon- 
draient 4 des points de ramification : c’est ce que nous voulions 
démontrer. 


IV. — Application des théorémes de Cauchy aux fonctions 
de la variable complexe sur la surface de Riemann. 


24. Nous nous sommes placé jusqu’ici uniquement au point 
de vue de la Géométrie de situation sur la surface de Riemann. 
Considérons maintenant une fonction de la variable complexe 
sur cette surface. Je prends d’abord une fonction uniforme dans 
une certaine région de la surface. Un point A sera un pdle pour 
une telle fonction s’il est un pdle pour la fonction considérée sur 
le feuillet o& se trouve A, et nous n’avons aucune définilion nou- 
velle 4 donner. Une remarque doit cependant étre faite pour le 
cas oti A serait un point de ramification. Soit (a, b) ce point; on 
sait que vy — 6 est développable suivant les puissances entiéres 
de a’, en posant 

v'=/r—a. 


Nous dirons que le point (a, }) est un péle pour une fonction F 
uniforme dans la région considérée de la surface de Riemann, si 
l'on a, dans le voisinage de (a, b), le développement suivant 


A ae Ay = ear Ama2 _ Smt al eng se 


Ce développement représente bien une fonction uniforme sur la 
surface dans le voisinage de (a, b), puisque, aux deux détermi- 
nations de \/~ —a, correspondent les deux nappes de la surface. 
Il ne sera pas inutile de chercher la valeur de l’intégrale 


fF dz 


io 


9207 
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le long d’un circuit C entourant (a, >). Ce circuit aura la forme 


ci-dessous (fig. 49). 


Dans le plan de la variable x’, le circuit précédent revient a 
un circuit entourant deux fois le point 2’ = 0, et comme ona 


fF af — a jel oeaae 


Vintégrale cherchée prise dans le sens positif sera égale a 
27t.2A m9. 


: : : ‘ 1 , 
On voit done que c’est le coefficient doublé de — _— dans le dé- 


veloppement de F qui jouera le role analogue au résidu, 


25. Ceci posé, considérons une fonction F n’ayant en lout 
point de la surface de Riemann qu’une seule valeur et n’ayart 
d'autres singularités que des poles. Un exemple d’une telle fone- 
tion est donné par les fonctions rationnelles de x et y. Nous you- 
lons montrer qu’il n’y ena pas d’autres. 

Désignons par wu une telle fonction, elle aura nécessairement, 
pour chaque valeur de x, m valeurs wy, Us, ..+, Un, et soient 
AUSSI V1, Vay +++5 Mm les différentes valeurs de y correspondant a 
cette valeur de x (1; ety; correspondant 4 un méme feuillet). Les 
expressions 

Wy Uy... + Up, 


Wy Yi + Ugyot...+Un Ym, 
ayy + gy +. tum yt 


seront des fonctions uniformes de x et, par suite, seront des 
fonctions rationnelles de cette variable (Chap. V, § 15) puis- 
quwelles ne peuvent avoir d’autres points singuliers que des poles 
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le point a Vinfini compris). Ecrivons done 
I 


Uy + Ug+...+ Um = Ri (2), 


Wy Yi + Us Yat. + Um Vm = Ro(2), 


6 O09, e a) 68 WO eS Be Gis we ees Oy 5 Ole ereece > 


Uy yp uyp t+... +Umyn | =Rmn(2), , 


les R étant des fonctions rationnelles de xz. On peut résoudre ces 
équations du premier degré en w,, Wy, --., Um} OM aura pour 
Pune de ces quantités, soit w,, 


uy = Cas M19 V2 M3. oes Vm); 


F étant rationnelle en 7, y;, 72, ---5 Ym. De plus, cette fonction 
est évidemment symétrique par rapport a 72, 3, ---, %m- Or ces 


m —1 lettres sont racines de l’équation de degré m —1 
to) 


TAPE Mice 2 
of oat 


? 


dont les coefficients sont fonctions rationnelles de 2 et yy. On 
aura done finalement 


0 o(2, a3 Vk 


© étant rationnelle en a et y,, et, par suite, on peut écrire, en 
supprimant les indices, 


“= 9(2, y). 


Nous pouvons done dire que toute fonction uniforme sur la 
surface de Riemann et wayant sur elle d’autres points singu- 
liers que des pédles est une fonction rationnelle de x et y. 


26. Revenons a la surface de Riemann rendue simplement 
connexe au moyen du contour que nous avons désigné par K. Nous 
avons dit (§ 23) que tout circuit tracé sur la surface et ne ren- 
contrant pas K pouvait, abstraction faite de chemins parcourus 
en sens contraires, étre regardé comme une somme de circuits 
situés respectivement tout entiers sur un méme feuillet ou de cir- 
cuits enveloppant un seul point de ramification comme dans la 
fig. 49. ll sera possible alors d’appliquer les théorémes généraux 
de Cauchy, relatifs aux intégrales prises le long d’un contour, aux 

P. — Il. 25 
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circuits tracés sur une surface de Riemann. Quelques mots d’ex- 
plication sont nécessaires seulement pour les contours enyelop- 
pant un point de ramification. Pour voir, par exemple, que V’in- 
iégrale prise le long du circuit C de la fig. 49 est nulle, quand 
F est une fonction uniforme et continue sur la surface a l’intérieur 
de ce contour, il suffit de reprendre Végalité déja écrite plus 
haut 
fr dio | Rada. 


et Pon est ramené dans le plan de la variable x’ au théoréme or- 
dinaire de Cauchy. 

Le théoréme relatif-aux résidus garde absolument la méme 
forme; on aura soin seulement, si un point de ramification est 
un pole, d’évaluer comme il a été dit au § 24 le résidu de ce péle. 

Pareillement, la formule de Green s’appliquera sur le plan 
multiple comme sur le plan simple. En un mot, toutes les for- 
mules fondamentales de la théorie des intégrales curyilignes et 
de celle des fonctions dune variable complexe s’appliqueront 
sur la surface de Riemann comme sur le plan simple de Cauchy, 
si on les applique a des circuits ne traversant pas le contour K 
qui rend la surface simplement connexe. 

En particulier, nous prendrons souvent, comme circuit, le cir- 
cuit formé par les deux bords de la coupure K. L’aire limitée 
par un tel circuit se compose alors de la surface de Riemann tout 
entiére. Dans l’application des théorémes de Cauchy 4 cette aire, 
il faudra avoir soin de considérer comment les fonctions étudiées 
se comportent au point a Vinfini sur chacun des m feuillets. On 
pourra d’une maniére générale détacher de aire ces m points a 
Vinfini en tracant sur chacun des feuillets des circonférences de 
trés grand rayon, et l’on envisagera la portion de la surface de 
Riemann limitée par K et ces m circonférences; il n’y aura plus 
qu’a faire augmenter ensuite les rayons de celles-ci indéfiniment. 


27. Appliquons les considérations générales qui précédent a la 
démonstration du théoréme suivant, qui est d’une application 
constante : Toute fonction uniforme sur la surface de Rie- 
mann et restant toujours finte se réduit & une constante. 

Nous supposons done que, pour une fonction F n’ayant qu’une 
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seule valeur en chaque point de la surface, tous les points de 
celle-ci soient des points ordinaires (y compris les points a lin- 
fini). Posons 

F=u+vy, 


et appliquons la formule préliminaire de Green (t. II, p. 10), en 


y faisant 
(Wie Vix uy 


et en Pétendant a l’aire, dont j’ai parlé plus haut, limitée par K et 
les m circonférences de trés grand rayon, dont nous désignerons 
l'ensemble par C. Nous avons ainsi 


Ou du\? du du 
SIG =) (=) |eray=- ce uy, a: 


“K 
Or la premiére des intégrales du second membre est manifeste- 
: ii EME ne 
ment nulle, puisque les dérivées are pour les éléments correspon- 


dants ds sur ’un et Vautre bord de la coupure K, étant de signes 
contraires, et w ayant la méme valeur, les éléments de l’intégrale 
se détruisent deux 4 deux. Quant a la seconde intégrale, elle ten- 
dra vers zéro quand les rayons des circonférences augmenteront 
indéfiniment. On a, en effet, pour s wrés grand sur un certain 
feuillet (nous appelons ici la variable complexe et nous posons 
s—= x -+ iy: aucune confusion n’est a craindre avec les notations 
des paragraphes précédents ) 
Ting any Sn 


a 


‘ ae a caplet QATA 
Il en résulte que les dérivées premiéres de u et ¢, et par suite —— 
dn 


sont, pour s trés grand et de module og, des infiniment petits com- 


parables a oh Or ds contient seulement 9 en facteur; il en résulte 


. ’ I : 
que la seconde intégrale tendra vers zéro avec = Par suite, 


iy 


JS Mes) + Gp) |eer=0 


Vintégrale étant étendue a toute la surface. La fonction u et, par 
suite, la fonction ¢, sont des constantes; ce qui démontre le théo- 
réeme. 
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28. Je terminerai en démontrant une inégalité fondamentale 
due 4 Riemann, qui va jouer un role capital dans la théorie des 
intégrales abéliennes. Si w+ cv représente une fonction analy- 
lique uniforme et continue sur une cerlaine poruon de la surface 
de Riemann limitée par un circuit P, ne rencontrant toujours pas 
le contour K, on a, d’aprés la formule préliminaire de Green, déja 


écrite plus haut, 


SIG)+ ea dz dy =— [ust ds, 
6 JT 


pice ates a : Ss 
la dérivée a étant prise dans le sens de la normale intérieure. 


Or on a, comme nous l’ayons déja vu a diverses reprises (t. II, 
) J p 


Pp: 274), 


du _ iS de 
duty ids 


? 


a 
, désig enant la dérivée de » dans le sens positif sur le contour [. 


nar pouvons donc écrire 


fue= ff Cae) + Gr) ane 


Vintégrale curviligne dans le premier membre étant prise dans 


fud>o 
r 


est alors évidente : c’est elle que nous voulions établir. Elle ex- 
clut complétement l’égalité a moins que w+ iy ne se réduise a 


le sens positif. L’inégalité 


une constante. 

Nous aurons bientét a appliquer cette inégalité au contour K, 
mais il faudra toujours dans ce cas, si l’on veut étre complet, 
considérer d’abord la portion de la surface de Riemann limitée 
par K et les m circonférences C dont nous avons parlé plus haut; 
on fera augmenter ensuite indéfiniment le rayon de ces derniéres. 
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CHAPITRE XIV. 


DES INTEGRALES ABELIENNES. 


I. — De la périodicité des intégrales abéliennes. 


1. On désigne sous le nom @intégrales abéliennes les inté- 
grales de la forme 


fr Dyer, 


R(x, vy) étant une fonction rationnelle de x et vy. Nous avons déja 
fait, 4 un point de yue élémentaire, une réduction de ces inté- 
grales (t. I, p. 50); c’est de leurs déterminations multiples que 
nous deyons maintenant nous occuper. Nous écrirons l’intégrale 
sous la forme 


i 
(1) ii R(x, vy) de, 


Xo, Yo 


indiquant par les limites inférieure et supérieure (x9, 79) et (2, 7) 
les points de départ et d’arrivée de la courbe d’intégration sur la 
surface de Riemann. 

Nous partagerons ces intégrales en deux catégories différentes. 
La fonction R(w, y) aura nécessairement des péles; dans le voisi- 


nage d’un tel point a, on déyeloppera R suivant les puissances en- 
4 


liéres de (x — a) Lou de (2—a) si le péle considéré était un 


point de Se aanercl: L’intégration pourra introduire des termes 
en log(# — a). Si, pour aucun pdle de R, il n’y a de terme loga- 
rithmique, et si, de plus, le point 4 l’infini dans chacun des feuil- 
lets ne donne pareillement dans l’intégration aucun terme loga- 
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rithmique, nous dirons que l’intégrale est de la premiére catégorie ; 
elle sera de seconde catégorie si un des péles au moins donne un 
terme logarithmique. 


2. Placons-nous d’abord, pour l’étude des déterminations mul- 
liples de Vintégrale (1), dans ’hypothése ou celle-ci serait de la 
premicre catégorie. Nous reprenons sur la surface de Riemann S 
le contour K étudié au Chapitre précédent, au moyen duquel la 
surface a été rendue simplement connexe. Considérons sur S un 
circuit quelconque, ne rencontrant pas K et ne passant pas par 
un pole de R(z, vy). D’aprés ce que nous avons yu a la fin du 
Chapitre précédent, l’intégrale prise le long de ce circuit sera 
nulle. 

Cette remarque faite, la recherche des déterminations multiples 
de l’intégrale (1) supposée de la premiére catégorie ne présente 
aucune difficulté. Le contour K est formé des p systémes de ré- 
trosections C et D, et de p —1 lignes joignant entre elles ces sys- 
témes de rétrosections; nous désignerons par E ces derniéres 
lignes qui, on se le rappelle, sont, comme les C et D, des cou- 
pures ou lignes doubles. Un chemin L, tracé arbitrairement sur 
la surface S et joignant (2, 7») a (x, v), pourra rencontrer le 
contour K en un certain nombre de points. Cherchons la diffé- 
rence de la valeur de l’intégrale (1), quand on suit le chemin L, et 
de sa valeur quand on va de (xo, 7») 4 (, v) sams traverser K 
(cette derniére valeur est entiérement déterminée). Considérons 
un quelconque des points de rencontre de L avec K, et désignons 
ce point par a et par 6, suivant que nous le regardons comme 
appartenant a l’un ou l’autre cdté de la coupure, le point a étant 
le point que rencontre d’abord le chemin L. La différence que 
nous cherchons sera égale 4 la somme des intégrales prises pour 
chaque point (a, 6) quand on va de b en a sans traverser K; en 
effet, la seconde de nos deux intégrales peut étre considérée 
comme obtenue en suivant le méme chemin que pour la premiére, 
sauf que, au lieu d’aller de a en b en franchissant la coupure, on 
va de a en b sans traverser K. Il résulte de cette remarque capitale 
que nous avons seulement a étudier les valeurs de l’intégrale 
quand on va d’un point de la coupure K au point correspondant 
sur l’aulre cOté sans traverser cette coupure qui, nous le répétons, 
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rend la surface simplement connexe. Tout d’abord, si le point 
(a, 6) est sur une ligne E, la valeur cherchée de lVintégrale sera 
nulle; on le yoit tout de suite en se reportant a la surface a p trous 
dans l’espace : on peut aller de b en aen restant sur le contour K, 
et, dans ce trajet, les éléments correspondants de K sur l’un et 
Pautre bord de cette coupure sont parcourus en sens inverse, 
puisqw il en est ainsi pour le parcours complet sur une quelconque 
des rétrosections (fig. 50). Supposons ensuite que le point (a, 6) 
soit sur une ligne C, 

Il suffit de suivre les fléches sur la fg. 50 pour voir que Vinté- 
grale prise de 6 en a@ sera égale a V’intégrale prise le long de la se- 


conde partie D de la rétrosection, dans un sens conyenable. Pa- 
reillement, si le point (a, 6) était sur D, la valeur cherchée serait 
égale 4 Vintégrale prise dans un sens conyenable le long de C. 
Nous avons done a introduire les valeurs de l’intégrale (1) prise 
le long des lignes C et D. Si l’on a fixé sur chacune des lignes C 


et D un sens déterminé, nous désignerons par 


c; et d; : 


les valeurs des intégrales, prises respectivement dans ce sens, sur 


de telle sorte que d; désigne la différence des valeurs de Vintégrale 
quand on va, sans traverser K, d'un point arbitraire a deux 
points se correspondant sur l’un et l’autre bord de D;. La diffé- 


392 CHAPITRE XIY. 


rence que nous nous proposions d’obtenir est de la forme 


i=—p. 
(2) Semeai+ n;d;), 


i | 


les mj; et n; élant des entiers positifs ou négatifs. En résumé, les 
diverses déterminations de Vintégrale (1) different entre elles 
d'une somme de multiples des constantes c; et d;. On donne a 
ces 2p constantes le nom de périodes de l’intégrale. On désigne 
souvent ces périodes sous le nom de périodes cycliques. 


3. Nous avons supposé que lintégrale était de la premiére ca- 
tégorie. Les mémes considérations peuvent étre employées, avec 
quelques modifications seulement, pour l'étude des détermina- 
tions multiples des intégrales de la seconde catégorie. Admettons 
donc que Vintégrale ait un certain nombre de points singuliers lo- 
garithmiques, que nous supposerons d’abord n’étre pas situés en 
un point de ramification de la surface de Riemann S. Entourons 
chacun des points de ramification d’une courbe infiniment petite 
et joignons chacun de ces contours au contour K par une ligne 
double 2. Nous obtenons ainsi sur S un nouveau contour K’, formé 
de K et des lignes / que nous venons d’adjoindre, y compris les 
courbes infiniment petites autour de chacun des points singuliers 
logarithmiques. Nous raisonnerons sur K’ comme nous avons rai- 
sonné sur K. Quand le chemin Lrencontre une ligne /, il s’introduit, 
dans la différence considérée plus haut, la valeur de Vintégrale prise 
le long de la peuute courbe enveloppant le point singulier logarith- 
mique correspondant. Aux périodes cycliques yiennent donc s’a- 
jouter des périodes d’une autre nature provenant des points singu- 
liers logarithmiques. Si on désigne par A le résidu correspondant 
au pole de R(z, v) qui donne par lintégration un point singulier 
logarithmique, on aura évidemment, pour la différence cherchée 
de deux déterminations de l’intégrale, 


t=p 


dS mer+ nid;) + ani» pA, 


5 — Hs | 


les p étant des entiers positifs ou négatifs. Les périodes ax/A 
sont dites des périodes polatres. 


ik 
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L’intégration le long de K’ conduit a une égalité importante. 
D’aprés la remarque générale du § 2, cette intégrale est nulle; or 
Pintégrale le long de K est manifestement nulle, puisque les élé- 
ments se détruisent deux a deux. Il reste done la relation fonda- 
mentale 


C3) Oe 


4. On a supposé que les péles de R(w, y) auxquels correspon- 
dent des logarithmes n’étaient pas des points de ramification. Les 
raisonnements précédents s’appliquent sans modification a ce 
cas; rappelons seulement quelle sera Ja signification du résidu 
correspondant (Chap. XIII, § 24). On a ici Je développement 


oop) eee ait) A een eee. 


m a —a 


(7 —a)? 

D’autre part, un contour infiniment petit autour du point de 
ramification tournera deux fois autour de a dans le plan simple, 
et, par suite, le résidu correspondant a ce point de ramification 
devra étre pris égal a 2L; quand le péle de R(z, y) sera un point 
de ramification, on devra prendre, dans l’applicauion de l’éga- 
lité (3), 

1 V5 il Be 


II. — Le théoréme d’Abel. 


5. Abel a donné sur les intégrales de différentielles algébri- 
ques une proposition fondamentale, sur laquelle sont revenus un 
grand nombre de géométres. Nous allons, pour le moment, nous 
borner a la faire connaitre, sous la premiére forme que lui a don- 
née le grand géométre norvégien, dans son Mémoire célébre sur 
une propriété générale d’une classe trés étendue de fonctions 
transcendantes ('). Sous cette forme, le théoréme parait tout a 
fait élémentaire, et il n’y a peut-étre pas, dans l’histoire de la 
Science, de proposition aussi importante obtenue a l’aide de consi- 
dérations aussi simples. 


(*) OLuvres completes d’Abel (t. 1, p. 145). 
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Partons toujours de la relation algébrique 
(4) f(z, y¥) =09, 
el soit considérée une famille de courbes algébriques 
(5) MeV), aye Cp Oe 


dépendant de 7 paramétres arbitraires a,, a2, ..., a. On suppose 
que 4 contienne rationnellement ces paramétres. Les courbes (4) 
et (5) ont un certain nombre de points communs en nombre p. 


(21, ¥1)) (Hay He), +25 (Lys Hp), 


variables avec les arbitraires a. Les 2,, 2, ..., 2y, sont racines 
dune certaine équation de degré p. 


(6) OCB a4, Gaels Col 


dont les coefficients sont rationnels par rapport aux a, et, si les 
axes n’occupent aucune position particuliére par rapport aux deux 
courbes, on peut toujours admettre que la valeur correspondante 
de y est donnée par 


VS We Ray dae 5 Op) 


u étant rationnelle en x, ay, ..., dp. 


‘ 


Ceci posé, prenons une intégrale abélienne quelconque 


(x,y) 
if Ria) az; 
(0, Yo) 


(Seat (Xp ¥n) 


1 (Xa, Yo) 


et formons la somme. 


z= 


Cette somme est déterminée, & une somme de multiples prés 
des périodes polaires ou cycliques de l’intégrale, périodes indé- 
pendantes des a. L’objet du théoréme d’Abel est de déterminer la 
nature de celle somme enyisagée comme fonction des paramé- 
tres a. En désignant par la lettre 6 une différentielle totale par 
rapport a ces paramétres, nous aurons 


6S = R( a4, 71) 8a, +...+ R( ap, Zp) dary. 
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Or, en différentiant la relation (6), on calcule de suite 6x,, 
022, +++, 62y. En substituant dans l’expression de 6S et rempla- 
cant les y par leurs valeurs 4, on aura pour coefficient de 6a, une 
fonction rationnelle de z,, ..., x, et des a; de plus, elle sera 
évidemment symétrique par rapport aux 2, et, par suite, le coef- 
ficient de da, sera une fonction rationnelle des a, et il en est de 
méme des autres coefficients. On a, par suite, 


8S: = Py (a4, ..., ap) 8a,+ Pe (ay, ..., @p) 6aa+ ... + P» (ay, dg, ..-, Ap) Sap, 
les P étant des fonctions rationnelles de a,, dy, ..+, Ap 


LPeégalité précédente constitue le théoréme d’Abel sous sa 
forme primordiale : elle exprime que S est une fonction algé- 
brico-logarithmique des paramétres a. En effet, Vintégration de 
la différentielle totale qui figure au second membre conduira né- 
cessairement a une expression de la forme 


9 +» Alog®, 


les A désignant des constantes, ¢ et les ® représentant des fonc- 
lions rationnelles des a. 
On peut donner des formes plus précises a l’énoncé du théo- 


réme d’Abel; nous y reviendrons 4 la fin de ce Chapitre. 


6. Nous considérerons dans un moment, sous le nom d’inté- 
grales de premiére espéce, les intégrales abéliennes 


“yy 
f Rg. 7). a2 
x 


"or Yo 


restant finies pour tout point (2, v) de la surface de Riemann. 
Cherchons ce que devient, pour une telle intégrale, le théoréme 
d’Abel. La fonction algébrico-logarithmique des a qui représente 
S devra rester finie pour toute valeur finie ou infinie des para- 
métres a, puisque S reste lui-méme toujours fini. Or une fonc- 
tion de la forme 


o(a@) +> A log ®(a), 


ou ¢ et les ® représentent des fonctions rationnelles de a et les A 
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des constantes, ne peut rester finie pour toute valeur finie ou in- 
finie du paramétre a que si elle se réduit 4 une constante. Il en 
résulle que la somme S ne dépend pas des paramétres a. 

On peut, par suite, pour les intégrales de premiére espéce, 
énoncer, sous la forme suivante, le théoréme d’Abel : La somme 


R= 
5 (Uns Yn) 


DS, iL R(a, y) da, 


n=1 “(Xo Yo) 


ot (ny Vn) désignent les points de rencontre, variables avec 
les a, des courbes (4) et (5) ne dépend pas de ces paramétres. 
Elle a une valeur constante, abstraction faite, bien entendu, de 
sommes de multiples de certaines périodes fixes qu’on peut tou- 
jours introduire en faisant varier le chemin qui va de (xo, 7») a 
(2n, Vn). Ce cas particulier du théoréme d’Abel joue dans la théo- 
rie des courbes algébriques un réle fondamental. On peut encore 
le mettre sous la forme suivante 


R(21,71) da,+...+ R( xy, Vp.) d&yp = 0, 


les d désignant des différentielles totales par rapport aux para- 
métres a. 


III. — Des intégrales de premiére espéce. Nombre de ces intégrales 
linéairement indépendantes. 


7. Les intégrales que nous avons désignées sous le nom d’in- 
iégrales de la premicre catégorie peuvent se diviser en deux 
espéces. Les intégrales de premiére espéce sont celles qui restent 
finies en tout point de la surface de Riemann. Les intégrales de 
seconde espéce deviennent infinies au moins en un point; elles 
n’ont d’ailleurs pas de points singuliers logarithmiques, et les 
points ot elles deviennent infinies sur la surface de Riemann sont 
des pdles 

Nous allons nous occuper dans cette section des intégrales de 
premiére espéce. Cherchons tout d’abord la forme nécessaire 
dune telle intégrale dont lexistence n’est pas évidente a priori. 
D’aprés ce que nous avons dit (t. 1, p. 52), toute intégrale abé- 
lienne peut se mettre sous la forme d’une somme d’intégrales de 
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la forme 
Piz, vy \idaz Q(z, ¥) dx 


(w—a)*fy’ Wh 


b) 


P et Q étant des polynémes de degré queleonque en x et y. La 
premiére intégrale pourrait devenir infinie pour z— a; aucune 
autre intégrale, dans la somme qui forme l’intégrale étudiée, ne 
pouvant devenir infinie pour «=a, il n’est pas possible qwil y 
ait de réduction, et, par suite, toute intégrale du type 


ip Play jaz 
a (a@—a)efy.’ 
se présentant dans la somme, doit rester finie pour z =a. Nous 
avons done a chercher a quelles conditions Vintégrale précédente 


restera finie pour «=a. Enoncons tout de suite le résultat : il 


faut que 
P(v,y) 


(x2 — a) 


puisse se mettre sous la forme d’un polyndme en x et y, en sup- 
posant, bien entendu, x et y liés par la relauion /(2, y’) =o. 

Pour le démontrer, nous avons a distinguer différents cas sui- 
vant que la droite 2 =a rencontre la courbe en m points dis- 
tincts, lui est tangente ou passe par un point multiple. Dans le pre- 
mier cas, il est clair que le polyndme P(x, y) devra s’annuler 
pour 

(2,71), (4,72), +++, (4¥m); 


en désignant par 7, V2, --+,)m les ordonnées des m points de 
rencontre de 2 = a avec la courbe f(z, vy) =o. Il en résulte que 


ENTS) 
@wr—a 


peut se mettre sous la forme d’un polynéme en x et y. On peut 
s’en conyaincre en écrivant 


P(x, y) = P(a,y)+(24—a)o(2,y), 
2 élant un polyndme; or P(a, 7) sera divisible par 


(y—1)+--(¥ —IYm), 
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et comme, d’autre part, ona 


SPY) =(¥ 


Yi) --(¥ —IYm) + (%— @) 1 (2, 7) = 0, 


le résultat énoncé devient évident. On sera donc ramené A une 
forme analogue, ott # est remplacé par « —1, et, en continuant 
ainsi de proche en proche, on sera ramené au cas ot le dénomina- 
teur a disparu. 

Soit maintenant la droite =a tangente a la courbe. Nous 
avons alors les ordonnées 


S43 J23 erty Jm=-1) 


dont la premiére est supposée correspondre au point de contact. 
On aura d’abord nécessairement 


PCG) EG) An ee Or 


mais je dis de plus que y, doit étre racine double de P(a, 9); on 
voit en effet tout de suite, dans l’hypothése contraire, que Vinté- 
grale devient infinie pour =a, y= y,. Le polynéme P(z, v) 
est done divisible par 


CP POP I 2) ey ey haa 
el comme on peut écrire 


SAP) = CK MIP HI 2) CY — Ym) + (2 — 4) Ue, yy = 0, 


) étant un polynéme, il en résulte encore que 


P(z,y) 


wvw—a 


pourra se mettre sous la forme d’un polyndéme en x ety, et l’on 
peut acheyer le raisonnement comme plus haut. 

Il ne nous reste plus qu’a supposer que la droite =a passe 
par un point multiple d’ordre ¢. Ce point est par hypothése a 
tangentes distinctes, et l’on peut supposer qu’aucune d’elles n’est 
paralléle a Oy. 

Désignons par Viy V2, «++) Ym-i les ordonnées des points 
simples de rencontre de la droite =a avec la courbe, et soit 
(a, 6) le point multiple. On montrera encore que P(a, y) s’an- 
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nule pour b, 74, V2, -++) Vm_i- De plus, 6 doit étre racine mul- 
tiple d’ordre ¢ pour P(a, v); sinon Vintégrale deviendrait infinie 
au point multiple, quand (x, v) se rapproche de ce point, sur 
une au moins des t branches qui s’y croisent. Pour le voir bien 
netlement, écrivons 


P(z,y)=P(a,y) +(4—a)y(2, 7). 


Si le développement de P(a, v7) suivant les puissances de (y — db) 
ne commence pas un terme de degré au moins égal a Z, il y aura 
certainement, dans wr au moins des développements de P(x, 7) 
relatifs aux diverses branches, un terme de degré moindre que 7 en 
x — a. Lintégrale deviendrait certainement alors infinie au point 
multiple pour une au moins des ¢ branches. La démonstration 
s'achéve alors tout de suite en remarquant que l’équation de la 
courbe peut s’écrire 
(y — 6) Cy —1)--(¥ —Y¥m-i) + (@— a) (a, y) =0, 
Wot il résulte que 
Biz) 


o— 


est un polynédme en x et y, et la réduction s’effectue de proche 
en proche. 
En résumé, les intégrales de premiere espéce sont nécessatre- 


ment de la forme 
preps 
ety Lo 
Sy 


O(ax, vy) étant un polynéme. 


8. Cherchons done a quelles conditions ces derniéres intégrales 
resteront finies sur toute la surface de Riemann. Elles pourraient 
devenir infinies pour les points correspondant a 


Ul 
fy = 0. 


Ces points sont de deux sortes. Il y a d’abord les points de rami- 
fication : mais on voit tout de suite que lintégrale restera finie en 
un tel point (a, b). Ona en effet, en ce point, d’aprés nos hypo- 
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théses qu'il est inutile de rappeler, le développement 


of 


Sy = A208) 5; 


A étant différent de zéro; Vintégrale reste done finie. 


Il y a en second lieu les points multiples. On aici pour chaque 
branche un développement de la forme 


fy =a(a—ajet+... (aA0). 


Done Q(x, vy) devra contenir en facteur (2 —a)'~' quand on 
substituera a y les ¢ développements relatifs aux z¢ branches. Par 
suite, Q(x, v), développée suivant les puissances de x—a et 
y — b, devra commencer par un terme de degré ¢ — 1; en d’autres 


termes, la courbe 
Q(z, 7) =o 


aura le point (a, 6) comme point multiple d’ordre 1 —1. Cette 
condition est nécessaire et suffisante pour que lintégrale reste 
finie en (a, b). 

Il faut maintenant considérer les points 4 Vinfini. Nous pou- 
vons, en nous servant de l’équation f= 0, mettre Q(z, y) sous 
la forme 


Q(2, 7) = 01( 2) y+ 99 (2) ym? +... + Om(Z), 


les o étant des polyndmes en x de degré quelconque. Pour x trés 
grand, nous avons d’ailleurs les développements 


OT ete EI a Sia (Weak Oy eS aq Le 


les k; étant tous différents. Il en résulte que, pour toute branche 
de la courbe a Vinfini, le produit 


(7) hI) gs 


ne pourra pas rester fini quand x grandira indéfiniment, si 2, et 22 
ne sont pas identiquement nuls. A la vérité, ceci pourrait arriver 
pour certaines branches, mais non pour toutes, sans que 9 et o» 
fussent nuls identiquement, puisqu’en posant y = kz les coeffi- 
cients des diverses puissances de # dans le développement de (7) 
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sont des polynémes de degré m —1 en k. Or on exprime la con- 
dition nécessaire et suffisante pour que l’intégrale reste finie pour 
x =, en écrivant que l’expression (7) reste elle-méme finie. On 
doit done avoir 


Q(2, 7) —_— ©o(x2) ym-3 + O1(x) ym* +. = Om—3(2), 


les 9 étant des polynémes. En raisonnant de la méme manieére, 
on voit tout de suite que 9, doit se réduire a une constante, 9, a 
un polynéme du premier degré, et ainsi de suite. Par conséquent, 
Q(z, y) est un polynéme de degré m— 3 en x et y. 


En résumé, la condition nécessaire et suffisante pour que l’in- 


i Q(a2. vy) dr 
Jy 


soit de premiére espéce peut étre ainsi formulée : Q(x, 7”) est un 
polynéme de degré m—3enx ety et la courbe 


tégrale 


Q(2,7) —o 


a pour points multiples d’ordre t—1 les points multiples 


d ordre i de la courbe f. 


9. Un premier point trés important est relatif au nombre des 
intégrales de premiére espéce linéatrement indépendantes. Que 
doit-on entendre d’abord par intégrales linéairement indépen- 
dantes? Soient 


0 Qi (a, y) dx (he Y Qs(x, y) dx cline ”Q,(a, y) dx 
> pt ke Se eoey SS ae oe 


' ‘ ? ' 
~ (Xo, Yo) Js y (or Yo) J. y (®o, Yo) me y 


rv intégrales de premiére espéce. Nous dirons qu’elles sont linéai- 
rement indépendantes si l’on n’a pas entre elles de relations 


7) 0. ( mx Q 
Ay Senta) a tA, f a Nos + Apis =0, 
“ (Los Yo) Sy (20; Yo) 


les A étant des constantes. Ceci revient a dire que l’on n’aura pas 
didentité de la forme 


(8) A,Qi(z,y) +... + Ar Qp(2, 7) =0, 
P. — If, 26 
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(les A étant constants), pour tout point (a, v) de la courbe /. 
D’ailleurs si l’on a des polynédmes Q pour lesquels une identité 
de la forme précédente ne puisse avoir lieu quand & et y sont re- 
gardées comme des variables indépendantes, il ne pourra exister 
entre eux une telle identité quand le point (2, y) sera quelconque 
sur la courbe /; c’est une conséquence nécessaire de lVirréducti- 
bilité de cette derniére et de ce que le degré des Q est inférieur 
a m. On peut done dire que les intégrales sont linéairement in- 
dépendantes si les polynémes Q a deux variables indépendantes 
x el y sont linéairement indépendants, c’est-a-dire s’il n’existe 
pas entre eux de relations de ja forme (8) ot les A soient des 
constantes. 

Cette définition posée, remarquons que : ayoir un point mul- 
tiple d’ordre ¢ — 1 en un point donné revient pour une courbe a 


conditions. Or le polynéme général de degré m — 3 renferme 


(m —1)(m—2) 


coefficients, et nous avons entre eux un nombre 


d’équations de conditions égal a 


d« diem 


a; désignant, comme précédemment, le nombre des points mul- 
uples d’ordre z. Si on suppose que ces conditions ne se rédui- 
sent pas 4 un nombre moindre, on aura 


(7 ESAS > fp Sdenl peat ae 


2 
intégrales de premiére espéce linéairement indépendantes. 


Pour énoncer la conclusion précédente, nous avons di supposer 
qu’il n’y avait pas de réduction dans le nombre des coefficients. 
En toute rigueur, nous pouvons seulement dire pour le moment 
que le nombre des intégrales linéairement indépendantes est au 
moins égal a p. 


10. Le résultat précédemment énoncé est cependant exact 
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sans restriction. Il est nécessaire de le démontrer en toute ri- 
gueur : c’est ce que nous allons faire en nous servant du théo- 
réme d’Abel ('). Supposons qu'il y ait plus de p intégrales de 
premiére espéce linéairement indépendantes. Je prends p points 
arbitraires a, @2,..., @p sur la courbe f; par ces points passe 
au moins une courbe Q, puisque, dans l’hypothése ot nous nous 
placons, la courbe générale Q renferme au moins p +1 coeffi- 
cients arbitraires. Or toute courbe Q rencontre, en dehors des 
points multiples, la courbe f en 


m(m— 3)—- ai(t—1) ou 2p —>2 points. 


La courbe Q passant par a, a2, ..., @p» rencontre donc, en de- 
hors des points multiples, fen p — 2 points, que nous désignerons 
par b,, by, ..., bp_2. Par ces derniers points, passe un faisceau 
F de courbes Q comprenant en particulier la courbe d’abord con- 
sidérée. Appliquons le théoréme d’Abel aux points de rencontre 
variables du faisceau F avec la courbe f. Nous aurons, en dési- 
gnant ces points par 


(71,1); (22, V2); POS (Lp; Vp) 
et prenant p polyndmes Q,, Qo, ..., Qp linéairement indépen- 


dants, 


Qi(a,, 71) day Pe Qi(®2, 2) dre Pal a Qi( 2p, ¥p) arp Le 
Sy, . Sy. . Sy 


B= TOF ee ceyenr 


égalités qui expriment le théoréme d’Abel pour les intégrales de 
premiere espéce. Nous tirons de la la relation 


Qi (1,471) Q1:(%2,%2) «++ Qy(ep, Xp) 
Qe (21,71) Q2(%a,%2) +--+ Qe (ep, ¥p) 


Seles mdeels P1Ghe, O10 a 6191 016.6 ao he O10, 06 018 Cg 6 8.6 6 v0.6 o's) 


Qp(41, 71) Qp(x2; %2) tee Qp(@p, ¥p) 


= 0. 


Cette relation doit étre identiquement vérifiée, c’est-a-dire quels 
gue soient les points (21,71), (Xo, 72), +++) (Lp, Yp) sur la 


(*) E. Prcarp, Sur le nombre des intégrales abcliennes de premiére espéce 
(Bulletin des Sciences mathématiques, 1890). 
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courbe, puisque, pour une certaine courbe du faisceau F, ces 
points coincident avec les points arbitrairement choisis a,, da, «-., 
ap. Mais Videntité précédente exprime que les polynémes Q,, 
Qs, ..-, Q, ne sont pas linéairement indépendants; c’est ce que 
l’on voit en déyeloppant le déterminant par rapport a la premiére 
colonne. A la yérité, ceci suppose que tous les mineurs du pre- 
mier ordre qui formeront les coefficients de ce développement ne 
soient pas nuls; mais, s’il en était ainsi, on serait ramené au cas 
de p —1 polyndmes Q sur lesquels on raisonnerait de la méme 
maniére et finalement on arrivera 4 une relation homogéne et 
linéaire entre certains polyndmes Q ot tous les coefficients ne 
seront pas nuls puisque, a la fin, on aura comme mineurs les po- 
lyndmes Q eux-mémes. Ainsi nous arriyons a la conclusion que 
les polyndmes Q ne sont pas linéairement indépendants : cette 
contradiction démontre le théoréme. Nous pouvons done affirmer 
quil y a p intégrales de premiere espéce linéairement tndé- 


pendantes ('). 


11. Nous désignerons dans la suite les courbes 
Q(z,y)=0 

sous le nom de courbes adjointes d’ordre m— 3 (7). D’une ma- 
niére plus générale, une courbe sera dite une courbe adjointe a f 
si elle a pour point multiple d’ordre ¢—1 tout point muluple 
d’ordre ide la courbe /. Outre les adjointes d’ordre m — 3, nous 
aurons a considérer dans la suite les adjointes d’ordre m — 2. Un 
polynéme adjoint sera le premier membre de l’équation d’une 
courbe adjointe. 


Faisons laremarque importante qu’t/ n’y a pas sur lacourbe f, 
en dehors des points multiples, de points communs a toutes 


(*) On peut établir ce théoréme fondamental en restant au point de yue al- 
eébrique; c’est ce que font MM. Brill et Nother dans leur mémorable Mémoire 
Sur les fonctions algébriques (Math. Ann., t. VIL). Nous donnerons encore au 
§ 12 une autre démonstration de ce méme théoréme. 


(7) Nous ne nous. préoccupons nullement ici d’une question d’ordre en quel- 
que sorte pratique, je veux dire ]a formation effective, pour une équation donnée 
f = 0, de ses adjointes et la détermination dans ces conditions du genre de la 
courbe. On pourra consulter sur ce sujet un intéressant Mémoire de M. L. Raffy 
(Math. Annalen, t. XXIII) et un trayail de M. Nother. 
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les adjointes d’ordre nv— 3 ('). J’emploierai encore a cet effet 
le théoréme d’Abel. 

Prenons, sur la courbe /, p —1 points arbitraires 7, 4, ..., 
%p_1. Par ces points, on peut faire passer au moins une courbe Q; 
celle-ci, en dehors des points multiples et de ces p —1 points, 
rencontre encore la courbe en p — 1 autres points parmi lesquels 
doivent se trouyer les points (A> 0) que, par hypothése, con- 
tiennent toutes les adjointes. Il reste donc p—1—)> points 
par lesquels nous pouvons faire passer un réseau d’adjointes. Aux 
Pp —t points de rencontre variables (&), ,)..-(§_1, tp_s) de ce 
faisceau avec la courbe, appliquons le théoréme d’Abel pour 
p—t intégrales distinctes de premiére espéce. On en déduira 
immédiatement 


Qi(E1, 1) >> Q1(Ep—-1, Np—t) 
Q2(E1, m1) mee Qa(Ep—s, Np—a) vie 


Oper Gets Mie tec Op =4(Ep—1y Nps) 


et lon aura 1a une identité puisque les p—1 points (§, 4) coin- 
cident dans une position particuliére avec les p —1 points & pris 
arbitrairement. Mais ceci est impossible, comme nous l’avons 
déja dit, si les polyndmes Q,, Qo, ..-, Qp_4 sont linéairement 
indépendants. 


IV. — Théorémes fondamentaux sur les intégrales 
de premiére espéce. Intégrales normales. 


12. Revenons aux périodes des intégrales de premicre espéce. 
Les périodes d’une telle intégrale 


NO, (ax, dx 
(9) Te ae ae CEE EES) 
(Xo, Yo) J 


peuvent étre désignées par 


Coote (2 aes clean) 


(*) MM. Brill et Néther démontrent (loc. cit.) ce théoréme en se servant du 
théoréme de Riemann-Roch. 
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en représentant par c} et dj les valeurs de l’intégrale prise res- 
pectivement le long des coupures Dy, et Cy. 

Nous ayons dit que Ee était la période correspondant a Cy et d} 
la période correspondant 4 D,. Les sens suivant lesquels sont 
pris c, et d* sont tout a fait arbitraires. Faisons donc seulement 
une convention pour fixer les idées. On forme le contour K dont 
nous avons deja tant de fois parlé; ce contour se compose, outre 
les rétrosections, de p—1 coupures joignant deux a deux, a la 
maniére d’une chaine, les coupures D. 

Considérons une des extrémités de cette chaine. Je fixe un sens 
sur D,, marquant la fléche du cété de la coupure sur lequel ne 
s'insére pas la coupure auxiliaire qui joindra D, a D,. On suit 
alors, dans le sens indiqué, le cété considéré de D,; on rencontre 


C, et il s’ensuit un sens pour C,. Nous continuons maintenant 
le contour K, et les sens dans lesquels nous parcourons respecti- 
vement D, et C,, a l’arrivée sur la seconde rétrosection, sont ceux 
que nous fixons sur celle-ci pour évaluer les intégrales c4 et df, 
et ainsi de suite. 

Ces définitions posées, nous allons établir une inégalité fonda- 
mentale d’oti se déduiront les conséquences les plus importantes 
pour les périodes des intégrales de premiére espéce. Considérons 
d’une maniére générale une intégrale de premiére espéce 


Q(z, y) dr 
: Sy 


aux périodes cy et dy. Je mets Vintégrale sous la forme 


X+1Y, 
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et je pose 
Ch = Cy + ich, dy, = d), + td}, 


En appliquant le théoréme démontré a la fin du Chapitre pré- 
cédent (§ 27), nous sommes assuré que l'intégrale 


fx dy , 


étendue au contour K, est différente de zéro. Elle est positive sile 
sens choisi sur le contour K correspond au sens positif sur les 
feuillets ; c’est ce que nous pouvons supposer. A la vérité, comme 
nous l’avons dit, une petite discussion est nécessaire, en appli- 
quant ce théoréme et les théorémes analogues établis (doc. cit.), 
pour les points a l’infini et pour les points de ramification. Ici 
on se rend compte tout de suite que lintégrale précédente pour 
un circuit infiniment grand sur un feuillet quelconque est nulle, 


2 m: vane . dY - ; : 
yuisque X est fini a linfini et que — est infiniment petit comme 
] q q ds E 


I ° . , 
=> tandis que ds contient seulement o en facteur (p étant le rayon 


‘ 
du cercle d’élément ds grandissant indéfiniment). Quant aux 


r 


® ° 5 ay ea ai are C 
points de ramification, on voit immédiatement que a est de 


I : ree 
ordre —; tandis que ds est de l’ordre de r, en désignant par r 
i 


la distance du point variable au point de ramification, distance 
qu’on fait tendre vers zéro. 


Ecrivons donc 
ik Mavs 6: 
K 


Nous allons évaluer cette intégrale. Les fonctions réelles X et Y 
admettent respectivement les périodes c/,, d, et c,, d;,. Nous avons 
dit que les périodes correspondant aux coupures auxiliaires joi- 
gnant les rétrosections étaient nulles (§ 2); les intégrales relatives 
4 ces coupures sont donc nulles, leurs éléments se détruisant deux 
a deux. Nous pouvons, par conséquent, faire abstraction de ces 
coupures, et nous n’ayons qu’a évaluer l’intégrale précédente sur 
chacune des rétrosections. Prenons, par exemple, la rétrosection 
(D,, Cy); soient m et m' deux éléments se correspondant des 
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deux cétés de la coupure D,, l’élément m étant sur le cété de la 
coupure auquel correspond la fléche. Nous aurons pour éléments 
de lintégrale 

ODT vor ete X dY : 

ON ners —(X+d',)dY: 


pour le second élément, X est en effet devenu X + d' et le signe 
a changé, les éléments m et m! étant parcourus en sens inverse. 
Nous aurons donc pour la somme 


Sahay. 


et il faut faire la somme de cette expression pour les éléments m, 
ce qui donne immédiatement 


Ul ” 
—d\c'. 


Prenons de méme deux éléments p et p’; on aura pour élé- 
ments de l’intégrale 


dont la somme donne c,dY qui, intégrée pour les éléments p, 
conduit de suite a 
C, a4. 
La premiére rétrosection donne donc, comme yaleur de l’inté- 
grale cherchée, 
cd) — cl d\. 


Nous avons par suite Vinégalité fondamentale 


h=p 
(10) (endin— nada) > 0, 
h=1 


et, je le répéte, cette inégalité exclut l’égalité. 


Je tirerai de suite de cette inégalité une nouvelle démonstra- 
tion du théoréme démontré dans la Section précédente et relatif 
au nombre des intégrales linéairement indépendantes. Ce nombre 
ne peut étre supérieur a p, car, s'il en était ainsi, on pourrait 
former une intégrale de premiére espéce, ne se réduisant pas a une 
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constante, et pour laquelle les périodes relatives aux coupures D 
se réduiraient 4 zéro; ce qui est incompatible avec l’inégalité 
précédente. 


13. L’intégrale générale de premiére espéce est de la forme 


k=p 


(11) SD e+ iB) WA 


r=) 


les A et B désignant des constantes réelles queleonques et les | 
représentant des intégrales linéairement indépendantes. Dési- 
gnons cette intégrale par X +-7Y; les 2p périodes de X seront 


k=p 
S Aces — Be eff) 


i (=e tere nf) 


> (Acdit— Bedi 


th | 


Je dis qu’on peut choisirles 2p constantes A; et By, de maniére que 
ces 2p périodes prennent telles valeurs que l’on voudra. Il suffit 
pour cela de faire voir que le déterminant des coefficients de Aj et By 
dans ces 2p formes linéaires ne peut étre nul. Pour le montrer, re- 
marquons simplement que, si ce déterminant était nul, on pour- 
rait choisir les A et B, non tous nuls, de maniére a annuler toutes 
les périodes de X. On aurait alors une intégrale (11) pour la- 
quelle les parties réelles de toutes les périodes seraient nulles. 
Or cette circonstance ne peut se présenter pour une intégrale de 
premiére espéce ne se réduisant pas 4 une constante, comme le 
montre l’inégalité (10) qui ne peut étre vérifiée quand toutes les 
lettres pouryues d’un seul accent sont nulles. Enoncons done ce 
théoréme : 


ntéor G ‘emiéere espe - 

On peut former une intégrale de premiére espéce pour la 

quelle les parties réelles des 2p périodes ont des valeurs arbi- 
trairement données. 


Une conséquence immédiate est que les 2p périodes d’une inté- 
grale arbitraire de premiére espéce sont distinctes. On se rap- 
pelle la définition des périodes distinctes (p. 213 de ce Volume). 
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Il est impossible ici qu’il existe entre les périodes d’une intégrale 
arbitraire de premiere espéce une relation homogéne et linéaire 
4 coefficients entiers puisque les parties réelles des périodes peu- 
vent étre choisies arbitrairement. 

Comme nous avons eu déja l’occasion de le remarquer (p. 216), 
le nombre des périodes, pour une intégrale déterminée de pre- 
miére espéce, peut étre inférieur 4 2p, mais nous ferons la re- 
marque que le nombre des périodes distinctes d’une intégrale 
de premiere espéce ne peut étre inférieur a DEUX. 

Supposons en effet qu'une intégrale I de premiére espéce n/ait 
qu'une seule période w. Considérons alors l’expression (') 


w 


Til 


2 ae 


Cette expression n’aura qu’une seule valeur en chaque point 
(x, y) de la surface de Riemann. D‘autre part, elle reste toujours 
finie ; elle devrait done se réduire 4 une constante (Chap. XIII, 
S 27), ce qui est absurde. 


14. Indiquons maintenant ce qu’on entend par intégrale nor- 
male de premiére espéce. Cherchons a déterminer p intégrales 
de premiére espéce J,, Jz, ..., Jp pour lesquelles les périodes 
correspondant aux coupures D,, D,, ..., D, forment le Tableau 
suivant : 


|D,; Dz, Ds ... Dp 
le -_ i — — 
dye (Ea Onno 0 
Jgchko Le BO oO 
| 
Spe OU gay eur ee 


On partira pour cela des p intégrales linéairement indépendantes 
I,, I,, ..., I, et l'on déterminera les constantes 2, %2, ..., %p de 
maniére que les périodes de 


(12) a, 1, + a%I1,+...+a,I, 


(‘) On reconnaitra 14 sous une forme plus condensée la généralisation du rai- 
sonnement fait a la page 216. 
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correspondant aux coupures D aient successivement les valeurs 
correspondant a ce Tableau. On aura ainsi a résoudre successive- 
ment p systémes de p équations du premier degré. Il est essentiel 
de remarquer que le déterminant commun de ces systémes n'est 
pas nul, car, sil en était ainsi, on pourrait choisir les « (non 
tous nuls) de maniére que les périodes de (12) correspondant aux 
coupures D soient toutes nulles, ce qui est en contradiction avec 
Vinégalité fondamentale (10) ot toutes les lettres d ne peuvent 
s’annuler simultanément. 

Il est évident d’ailleurs que les intégrales J ainsi déterminées 
sont linéairement indépendantes, car aucune combinaison linéaire 
des J ne peut se réduire 4 une constante sans que les coefficients 
soient nuls, comme on le yoit tout de suite en égalant 4 zéro les 
périodes relatives aux coupures D d’une telle combinaison. 

On appelle les intégrales J les intégrales normales de pre- 
mere espéce. Nous désignerons par le Tableau suivant le Ta- 
bleau des périodes des intégrales normales : 


Dy DA oh LE OO. Racine OF 
Jy i AGL REA ere) Oho are 
Joule Ome O a4 Tas T3p 
lO Oar kat I Cpt «Cpa e ae cpp 


Dans chaque ligne horizontale se trouvent les périodes de Vinté 
grale normale correspondant a cette ligne. 


15. Il existe entre les périodes de deux intégrales quelconques 

ee . — . . . 
de premiére espéce une relation remarquable. Soient | et ¢ deux 
telles intégrales, dont nous désignons les périodes respective- 


ment par 


tanh 
Ch e& ap (WROD Shon ge 


fi di. 


On peut lui appliquer le théoréme de Cauchy relativement au 


N 
Yr et Op 


Considérons l’intégrale 
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contour K; elle sera nulle. La seule discussion 4 faire, pour s’en 
convaincre, est relative aux points a l’infini sur les feuillets et 
aux points de ramification; elle se fait comme pour l’intégrale 
étudiée au paragraphe précédent. Nous avons donc 


pid= a 
K 


Le calcul de cette intégrale est entiérement analogue a celui de 
Nea ys 
Jk 


les périodes de I et de 7 remplacent seulement respectivement 
celles de X et de Y. Nous aurons done 


h=p 


> (Cr on mate dp) —Q. 
s=1 


Il résulte de cette égalité que nous avons entre les périodes de p 
intégrales de premiére espéce 


rok daca, 
2 


relations, en l’appliquant de toutes les maniéres possibles a deux 
de ces intégrales. Ces relations prennent une forme ‘particuliére- 
ment simple pour les intégrales normales J. Ainsi prenons J, 


et J. : on a de suite 
— T19 + To, = O. 


D’une maniére générale, il vient 
Tkh = Thk (h#k). 
Ces égalités sont fondamentales. 
16. Nous terminerons cette étude des intégrales de premiére 
espéce, en indiquant une nouvelle égalité, conséquence d’ailleurs 


de l’inégalité fondamentale et qui joue dans la théorie des fonc- 
tions abéliennes un réle capital. Considérons l’intégrale 


my, J,+ mg Jg+...+ mp Ip, 


DES INTEGRALES ABELIENNES. 413 
oi les m sont des constantes réelles quelconques, et appliquons a 
ses périodes l’inégalité (g). En posant 
t ee ee) 
Thh = Teh T UT phy 


on trouve, aprés quelques réductions trés simples, 
ym MET, > 0 (i. Fai ion Ss Be oa 


On peut done énoncer que la forme quadratique en m,, 


. Mp Mk Tp 


May +++, My 


est définie et positive. 


V. — Des intégrales de seconde espéce. 


17. Nous avons désigné d’une maniére générale sous le nom 
WVintégrales de seconde espéce les intégrales n’ayant sur la sur- 
face de Riemann d’autres points singuliers que des pdles. Nous 
allons former a priori une intégrale de seconde espéce ayant un 
seul pole. Soit (§, 4) un point arbitraire de la surface de Rie- 
mann et désignons par 


(13) ax+by--c=o0 
l’équation de la tangente a la courbe f(z, vy) = 0 au point (§, 7). 
J’enyisage lintégrale 


a(x, y¥) 


PCBs 24) ce 
) (ar + by +e) fF, ‘ 


(14) 

(2%, Yo 
ot P(x, y) représente un polynéme adjoint de degré m — 2 s’an- 
nulant pour les m— 2 points simples de rencontre, en dehors du 
point de contact, de la droite (13) avec la courbe /. Cherchons 
d’abord le nombre des constantes arbitraires figurant dans P(, 9). 
Ce nombre sera au moins égal a 

(m—1)m —t(t—1) 


—— a. — —(m—2 
= (= — (m=), 


c’est-a-dire 4 p +1. Mais on apercoit de suite une famille de po- 
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lyndmes P(x, vy) remplissant les conditions requises et dépendant 
de p paramétres; elle est fournie par 


P(z, 7) =(axr+by+c)Q(2,¥), 


Q(x, y) étant le polynéme général adjoint d’ordre m — 3 quia 
joué le rdle fondamental dans la théorie des intégrales de pre- 
miére espéce. Pour une telle valeur de P, lintégrale (14) se ré- 
duit 4 une intégrale de premiére espéce; mais, puisque la famille 
générale des polyndmes P(x, y), satisfaisant aux conditions indi- 
quées, dépend au moins de p +1 paramétres arbitraires, il y aura 
certainement un polynéme P(z, y) ne contenant pas (ax + by +c) 
en facteur, et, par suite, ne s’annulant pas en (&, 7). Pour un tel 
polynéme, l’intégrale (14) est de seconde espéce. Il suffit, pour 
Pétablir, de remarquer que cette intégrale devient infinie au 
point (7) de la surface de Riemann et en ce point seulement. 
Cet infini est nécessairement un pole; on pourrait le vérifier di- 
rectement, mais on évitera tout calcul en remarquant qu’une in- 
tégrale ne peut avoir un seul infini logarithmique d’aprés la rela- 


Aas 


démontrée au § 3 de ce Chapitre. Le pdle est d’ailleurs évidem- 
ment un pole simple. 

Nous avons dit plus haut que le nombre des constantes figurant 
dans P était au moins p +1, ignorant @ priori si la disposition 
particuliére des pvints qui déterminent le réseau de courbes n’é- 
léverait pas le nombre des constantes au-dessus du nombre p + 1 
qui est celui que donne la numération directe. En fait, on peut 


tion 


voir que ce nombre sera p +1 : en effet, si l’on a deux polynémes 
P, et P, ne s’annulant pas en (§, 7), on peut choisir la constante « 
de maniére que P, — «P, s’annule en (£, 4); on a alors 


Pi—aP,=(ar+ by +c) Q(2,y). 
Donc P, ne dépend que de p +1 constantes. 


Soit H une intégrale (14) de seconde espéce ayant le pdle (&, 7); 
il résulte de ce qui précéde que toutes les intégrales de seconde 


» 
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=~ 
or 


espéce ayant le pdle simple (&, 7) seront de la forme 
(15) aH +- 8, I,+ Bol, +...+ 8, Ip, 


les Lreprésentant p intégrales distinctes de premiére espéce, « et 
les 6 des constantes arbitraires. 


18. Nous pouvons choisir « de maniére que le résidu de |’in- 
tégrale (15) relativement au pdle (&, 7) soit ’wnité. De plus, on 
peut choisir les de maniére que les périodes de (15) relatives 
aux coupures D soient nulles. Ona alors une intégrale de seconde 
espéce parfaitement déterminée; nous l’appellerons l’intégrale 
normale de seconde espéce relative au point (§, 7). Désignons-la 
par E; ses périodes seront 


Dy, oly pee Pe oC, 


OR Oy ee MORE CT= Cs er mC, 


Les périodes e, relatives aux coupures C, ont des valeurs extré- 
mement simples que nous allons maintenant faire connaitre. 


Considérons 4a cet effet, avec Riemann, lintégrale 


(pean. 


ou J, est une intégrale normale de premiére espéce. Cette inté- 
grale prise le long du contour K n’est plus nulle ici, comme celle 
que nous ayons considérée au § 14, puisque la fonction E a un 
pole au point (&, 7), mais nous aurons, d’aprés le théoréme de 
Cauchy étendu aux surfaces de Riemann, 


(16) [ Bad, = 22iR, 


YK 


en désignant par R le résidu de 


dj he 
Las 


par rapport au pole (£, 7). Calculons de suite ce résidu; le résidu 
dJ;, On(2,7) 


de E étant lunité, et 7 c’est-a-dire ae restant fini pour 
; 
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(, 7), on aura 


On(§, 4) 
R= > 
Ae 


en désignant, bien entendu, par Q;(z, 7) le polynédme adjoint 
(ordre m — 3 correspondant a l‘intégrale normale J,. 

Quant au calcul de l’intégrale figurant dans le premier membre 
de (16), il est entiérement analogue a celui que nous ayons eu a 
faire au § 14; les périodes de E et J, remplacent celles de I et ¢. 
On a immédiatement 


Ainsi les périodes de lintégrale normale de seconde espéce re- 
lative a un péle (§, 1) s’expriment d’une maniere algébrique. 


19. Prenons maintenant sur la surface p points (&, 71), 
(2, 42), -»+; (&>, Ap), qui vont rester fixes, mais 4 qui nous don- 
nons une position arbitraire, et enyisageons les intégrales nor- 
males de seconde espéce correspondantes E,, E., ..., Ep. Nous 
allons montrer qu’aucune combinaison linéaire a coefficients con- 
stants des 2p intégrales 


BB SMe ae ene 
ne peut se réduire a une fonction rationnelle de (2, y). 
Il faudrait et il suffirait pour cela que toutes les périodes de 
A, E, + A, E, +...+A,E,+ B,J, +...4+ B,J, 


fussent nulles. Pour que les périodes relatives aux D soient nulles 


on doit avoir 


Bi Bot. bp 0. 
Les périodes relatives aux coupures C seront nulles si l’on a 


Ay Qn(és, 41) + Az Qa(Ea, n2) +---+ Ap Qa(Ep;, np) = 0 
CESSES An Saw Or 


Mais ces p relations entrainent nécessairement 


AY Ay te pt, 
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car le déterminant 


p> Tp) 


Qi (&1,71) Qi€be, m2) --- Qi( 
( 


SVY Sve 


Qp(E1, 11) Qp(&e, a2) tee Qp (En; np) 


ne peut étre nul si les p points (1, 41), .--, (&, ap) ont été pris 
arbitrairement (§ 10), et la combinaison formée est alors identi- 
quement nulle. 

Nous pouvons donc dire que nous avons formé 2p intégrales de 
premiere et de seconde espéce linéairement indépendantes, en 
entendant ici par intégrales linéairement indépendantes des inté- 
grales dont aucune combinaison linéaire n’est rationnelle en 
(x, y). Il n’y a aucune confusion a craindre pour les deux sens 
dans lesquels, suivant les cas, nous entendons les mots linéaire- 
ment indépendants. Quand il sera question @intégrales de se- 
conde espéce, il s’agira toujours du sens que nous venons d’indi- 
quer. Il est clair que le déterminant d’ordre 2p formé avec les 
périodes de nos 2p intégrales n’est pas nul. 


20. Toute autre intégrale de seconde espéce s’exprime linéai- 
rement a laide des 2p intégrales précédentes et d’une fonction 
rationnelle. Soit en effet H une intégrale absolument quelconque 
de seconde espéece. Nous pouvons choisir les constantes A et B de 
maniére que les 2p périodes de 


(17) HeGay Bat oe eA ee eh By Ip eevee By Jp 


soient nulles; d’aprés ce que nous avons dit plus haut, le déter- 
minant des 2p équations du premier degré ainsi obtenues ne sera 
pas nul. L’expression (17) n’ayant pas de périodes et n’ayant que 
des pdles sera une fonction rationnelle de (2, y), et nous pou- 
yons, par suite, énoncer que toutes les intégrales de seconde 
espéce s’expriment a Vaide de 2p dentre elles, linéairement 
indépendantes, et dune fonction rationnelle de (x, vy). 
On pourrait démontrer le théoréme précédent, qui est capital, 
d’une maniére purement algébrique, en s’appuyant sur la réduc- 
tion que nous avons donnée Tome I(p. 52 et suiv.) pour les inté- 
erales de différentielles algébriques. Du moins, on peut voir faci- 
P. — If. 27 


i 
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lement ainsi que toutes les intégrales de seconde espéce sont 
réductibles 4 2p d’entre elles et a une partie rationnelle en (z, y), 
mais il serait moins simple d’établir directement que ces 2p inté- 
grales sont linéairement indépendantes. Nous n’insisterons pas 
sur ce genre de démonstrations. 


21. De méme que nous avons cherché une relation entre les 
périodes de deux intégrales de premiére espéce, on peut de la 
méme maniére trouver une relation entre les périodes d’une in- 
tégrale de premi¢re espéce et celles d’une intégrale de seconde 
espéce. Reprenons l’intégrale arbitraire H de seconde espéce, et 
soit l une certaine intégrale de premiére espéce; on considérera 


fu dl 
we K 


prise le long du contour K. Cette-intégrale sera égale au produit 


encore Vintégrale 


de 277 par la somme des résidus relatifs aux différents poles de la 
‘ dl A : ; 
fonction He; cette somme R pourra étre facilement calculée 
ax 
dans chaque cas, et l’on aura par suite la relation cherchée 


h=p 
phe A 
(Ch on — Yn dn) = 271.R, 


i! 


en désignant respectivement par ¢,, dy et Yn, 6, les périodes de H 
et L. 


VI. — Des intégrales de troisiéme espéce. 


22. L’étude des intégrales de troisiéme espéce se fait d’aprés 
les mémes principes que celle des intégrales de seconde espéce. 
Partons ici d’une droite queleonque ax + by 4+-¢ = 0, et, parmi 
les m points de rencontre de cette droite avec la courbe /, consi- 
dérons-en deux particuli¢rement (§,7,) et (&, 42); nous les 
désignerons simplement, pour abréger, par les points E, et &,. 
Ceci posé, formons encore l’intégrale 


Pz 
(axv+ by + ey, 
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E étant un ndme adjoint d’ordre m—o2 s’annulan 
P(z, tant olynédme adjoint d’ord ; lant 
pour les m— 2 points de rencontre de ax+by+c= 0 avec f, 
distincts de &, et §. Sous ces conditions, l’intégrale précédente de- 
viendra infinie pour E, et &,, sile polynome P ne s’annule pas en 
ces deux points. On montrera comme plus haut que le polyndme P 
renferme p--1 constantes arbitraires et qu’il existe un poly- 
A ? re 
nome P(z, y) ne s’annulant pas pour § et &, tous les autres 
étant de la forme 


aP(2,y)+(ar+ by + )( By Qi + Bo Qe +...+ Bp Qn). 


L'intégrale ainsi obtenue aura les deux points §, et §. comme infi- 
nis logarithmiques; dans le voisinage du premier, la fonction de- 


viendra infinie comme 
A log(x ma: 61), 


A étant une constante, c’est-a-dire qu’elle sera égale a l’expres- 
sion précédente augmentée d’une fonction holomorphe dans le 
voisinage de §,. Elle deviendra infinie, pour 2 =, comme 


—Alog(x#—é&,). 


Les coefficients des logarithmes sont égaux et de signe contraire 
@aprés la relation vA =ordu 5.3: 

On peut choisir la-constante « de maniére que A=1, et, de 
plus, les constantes % peuvent étre déterminées de telle sorte que 
les périodes relatives aux coupures D de notre intégrale de troi- 
siéme espéce soient toutes nulles. On a alors une intégrale de 
troisiéme espéce que nous appellerons intégrale normale de 
Lroisiéme espéce relative aux points E, et &,. Nous la désignerons 


par 


les pares logarithmiques de cette intégrale sont respectivement 


pour E, et E, 
+log(7—8) et —log(w—%), 


et les périodes relatives aux D sont toutes nulles. Nous allons 
calculer les périodes relatives aux coupures C; Vintégrale a de 
plus une période polaire 277 relative aux points singuliers loga- 
rithmiques. 
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23. Les périodes cycliques de S;,z,, relatives aux coupures C 
et que nous désignerons par s;, S2,..., Sp, ont une forme trés 
simple; nous allons les trouver en suivant la méme voie que 
pour les intégrales de seconde espéce. Considérons toujours le 
contour K sur la surface de Riemann (fig. 52), puis réunissons 
les points & et & par une ligne ne rencontrant pas K et dont 


K 


nous faisons une nouvelle coupure que nous joindrons par une 
autre coupure «8 a un point quelconque de K. Appelons K’ le 
contour K modifié par cette addition, et supposons-le parcouru 
dans le sens des fléches de la figure. Il est manifeste que l’inté- 


grale 


(18) [Suna 
& 2 


prise le long du contour K’ est nulle, J, désignant toujours une 
intégrale normale de premiére espéce. Nous aurons comme yaleur 
des éléments en m et mi’ 


CD V2 someree Se, g dJ;, 


CDN. esa —(Sgg,+2nt) dp 


dont la somme donne 
—atids,p, 


et, par suite, la valeur de l’intégrale (18) sur les deux bords de la 


coupure (&, cE.) est : 
3 


— 270 aS. 
a 


Les intégrales des deux bords de la coupure «8 se détruisent 
et il reste 4 évaluer l’intégrale relative au contour K. Or c’est un 
calcul que nous avons déja fait a différentes reprises; l’intégrale 
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se réduit a s, et nous avons donc 


ES 
Sp = 20 dJ;, WAR TED ca yaa 


e 
st 


formule qui fait connaitre les périodes, relatives aux C, de l’in- 
tégrale normale de troisiéme espéce. 


24. Il est facile de voir que toute intégrale de troisiéme es- 
peéce est une somme d’intégrales normales de troisiéme espéce 
et d’une intégrale de seconde espéce. Supposons que Vinté- 
grale If considérée ait 7 points singuliers logarithmiques a,, 
Gg, ..-, a, avec les coefficients correspondants A,, As, ..., A; 
satisfaisant nécessairement a la relation 


A, + Ag+... +A,=0. 
Formons les intégrales normales de troisiéme espéce 
Say er ee Len. ete sen 
et la combinaison linéaire 
By Sa,a. + Be Saas ++» -+ Br—s Sa,_, ap 


On peut choisir les B de maniére que cette somme devienne in- 
finie en a,, do, .... a, comme lintégrale Il. On n’a qu’a écrire 
19 29 9 7 5 


et ces r équations compatibles, en vertu de yAS o, détermi- 


nent les B. Ces coefficients étant ainsi choisis, lintégrale 
U0 — (By Sa,a: Se ait | oye Sap—,ar) 


n’aura plus de points singuliers logarithmiques : ce sera une in- 
tégrale de seconde espéce. 


25. Démontrons maintenant le théoré¢me important connu sous 
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le nom de théoréme de l’échange du paramétre et de Vargu- 
ment. 

On trace sur la surface de Riemann, rendue simplement con- 
nexe au moyen du contour K, deux coupures co 9) et (a, a2) 
ne coupant pas K et ne se coupant pas entre elles. Formons alors 
les deux intégrales normales de troisiéme espéce 


S:, E: et Sa, a5 


qui sont des fonctions uniformes sur la surface affectée des cou- 
pures indiquées. Pour avoir un contour unique, nous joindrons, 


comme plus haut, les coupures §, & et les coupures 4%, % au con- 
tour K : on forme avec toutes ces coupures un contour unique K’. 
Nous avons la relation 


if Be EAS e705 
Ke re 


daprés le théoréme fondamental de Cauchy étendu aux surfaces 
de Riemann. La partie de l’intégrale relative au contour K sera 
nulle puisque les périodes relatives aux coupures D des deux 
fonctions S sont nulles. Il reste simplement a considérer les inté- 
grales relatives aux coupures (&, &) et (#, %2). La premiére nous 
donne, par un calcul tout a fait analogue a celui du § 23, 


bs 


Pour avoir la seconde, remarquons que le long d’une ligne entou- 
rant les deux points %,, #) on a, en inlégrant par parties, 


JS bs dS a, Os FSF a Sa, Hs aSz, bs? 
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or la seconde intégrale donnera de suite, pour la coupure 4, a, 


+n if dS: ¢,- 
Sh 3 
On a done l’égalité 
. gs he 
[ WS, 0, = [ aSe,t,, 
a e bee’ 31 


qui exprime le théoréme de ’échange du parameétre et de lVar- 


gument. 


26. Nous terminerons ces généralités sur les intégrales abé- 
liennes en revenant au théoréme d’Abel, sommairement étudié 
au § 5 de ce Chapitre, et en lui donnant pour les intégrales de 
troisieme espéce une forme trés commode pour les applications. 
Nous allons d’ailleurs employer encore une fois la considération 


1p U dV, 


étendues a un circuit convenable de la surface de Riemann, inté- 
grales que ce grand géométre a employées si heureusement pour 
Pétude des propriétés fondamentales des intégrales abéliennes 
des trois espéces, comme on vient de le voir dans les paragraphes 
précédents, Soit toujours Sz ¢, Vintégrale normale de troisiéme 


dintégrales de la forme 


S 
espéce correspondant aux points &, et &, et désignons par 


e(@,y)=0, Y(a,y)=0 


les équations de deux courbes de degré n. La premiére rencontre 
la courbe f en mn points a, %, ..-, %mn et la seconde en mn 
points 8,, So,.-., Bm. Aprés avoir tracé sur la surface de Rie- 
mann Je contour K et la coupure €, 6, nous joignons par des 
arcs de courbe ces points de rencontre deux a deux, en nous ar- 


rangeant de maniére que les lignes 
(a 81), (a Be), Heinys AUGrn Bmn) 


ne se coupent pas entre elles et ne coupent pas le contour K ni la 
coupure § &. Nous allons considérer les lignes précédentes 
comme des coupures que nous joindrons au contour K par des 
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coupures auxiliaires ainsi que la coupure £, &, et nous désignons 
par K’ le contour total ainsi formé. Ces constructions faites, for- 
mons l’intégrale 


Elle sera nulle; or il est facile de calculer sa valeur en raisonnant 


comme nous l’ayons déja fait a différentes reprises. 


La fonction log? n’ayant pas de périodes cycliques, la partie 
u a . 


de Vintégrale précédente relative 4 K sera nulle. D’autre part, 


Fig. 54. 


Vintégrale relative aux coupures auxiliaires est évidemment nulle. 
Calculons la*tvaleur-de lintégrale pour une coupure a, 8, ; nous 
aurons 


Pour l'intégrale relative 4 la coupure &, &, on substituera, aprés 


intégration par parties, l’intégrale 


( ; ed weloo tL ¥ 
ani fi a Se ou arilog(£), (2), » 


en désignant par (7), la valeur de la fonction rationnelle $ au 


point &,. Il vient done finalement 


h=mn 8, 
a. 


p> Ap wks ; 748 (#). Reis 
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Crest le théoréme d’ Abel pour Vintégrale normale de trot- 
stéme espéce. Pour avoir sous une forme qui corresponde aux 
généralités indiquées plus haut (§ 5), il suffit de considérer une 
famille de courbes 


KDE Ms Cy ay siseg Zr) =O 


dépendant de r paramétres arbitraires qui figurent rationnelle- 
ment dans cette équation. 

Supposons que la courbe 9 corresponde a des valeurs numé- 
riques fixes données aux paramétres, tandis que 4 correspondra 
a des valeurs arbitraires de ces paramétres. On yoit que le second 
membre sera le logarithme d’une fonction rationnelle de ces pa- 
ramétres; ceci est d’accord avec le premier énoncé que nous 
avons donné du théoréme d’Abel ('). 


27. Le théoréme d’Abel pour les intégrales de premiére espéce 
se démontrera éyidemment par la méme voie; on aura seulement 
a considérer l’intégrale 


oh : 
| log + dl, 
‘ Y 


I désignant une intégrale de premiére espéce. Il n’y a pas ici de 
8 5 I ) 
points &, et §&,. et ’on a de suite 


h=mn 8, 
+ 


J’ajoute seulement encore une remarque importante sur l’appli- 
cation du théoréme d’Abel aux intégrales de premiére espéce. 

Considérons un faisceau de courbes adjointes d’ordre m — 2. 
Ce faisceau contiendra 


2+: p 


a >. ie ery 


ae WE ou mm 
2 


paramétres entrant d’une maniére non homogéne. 


(*) Cette forme du théoréme d’Abel, ainsi que le théoréme sur l’échange du 
paramétre et de l’argument, ont été donnés par Clebsch et Gordan dans leur Ou- 
vrage classique : Theorie der Abelschen Functionem (1866). 
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Or le nombre des points de rencontre de f avec les courbes de 
ce faisceau est 


m(m—2)— >) aj.t(t—1) OU m—2+ap. 


On pourra donc prendre m — 2 -+ p points arbitrairement et les 
p autres s’ensuivront, leurs coordonnées étant fonctions algé- 
briques des coordonnées des premiers. Ceci posé, nous pouyons 
établir que la somme d’un nombre quelconque d’intégrales 
abéliennes de premiére espéce est égale a une somme de p tn- 
tégrales dont les limites sont des fonctions arctsnieues des 
limites des premiéres. Nous voulons dire par 1a que la somme 
des & intégrales 


aro vh YI 

~ MAIN 

> HE di, 
hai ~ 70Yo 


ou (Xo, ¥o) est un point fixe de la courbe, peut s’exprimer par 
une somme de p intégrales 


>; ii a di, 


hat 70% 
owt les (&, 7) sont des fonctions algébriques des (x, V1). 


La démonstration est immédiate : il suffit de montrer l’exac- 
titude du théoréme pour p-+1 intégrales. Or, parmi les 
m—2-+ p points de rencontre dont nous disposons arbitraire- 
ment, supposons que p +1 coincident avec les limites données 
de nos intégrales, les autres étant des points fixes. L’application 
du théoréme d’Abel nous permettra d’exprimer la somme des 
p-+t intégrales par une somme de p intégrales dont les limites 
sont fonctions algébriques des p +1 premiéres limites. La propo- 
sition est donc établie. 
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CHAPITRE XV. 


DES FONCTIONS UNIFORMES SUR UNE SURFACE 
DE RIEMANN ('). 


I. — Décomposition des fonctions rationnelles de x et y 
en éléments simples. 


1. Les fonctions uniformes F sur la surface de Riemann, dont 
nous allons nous occuper dans ce Chapitre, n’ont d’autres points 
singuliers que des poles; ce sont, par conséquent, des fonctions 
rationnelles de x et y, en désignant toujours par 


f (2, y)=0 


Véquation de la courbe algébrique de degré m qui définit la sur- 
face de Riemann. : 

Nous commencerons par définir le degré d’une fonction F’, en 
montrant que l’équation 


(1) F=¢, 


C étant une constante arbitraire, a toujours leméme nombre p. de 
racines, quelle que soit la constante C; ce nombre yp. sera le de- 
gré de la fonction. Il suffit, pour l’établir, de faire voir que le 
nombre des racines de cette équation est égal au nombre des 
poles de F. Considérons a cet effet l'intégrale 


; ; dF 
ee (ee 


(*) Aprés les Mémoires déja cités de Riemann, un travail capital sur ce Sujet 
est celui de MM. Brill et Nother (Mathematische Annalen, t. VIL); les questions 
y sont traitées 4 un point de vue purement algébrique. 
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prise le long du contour K qui rend la surface de Riemann sim- 
plement connexe. D’aprés un théoréme fondamental de Cauchy 
étendu aux surfaces de Riemann, cette intégrale sera égale a la 
différence entre le nombre des racines de |’équation (1) et le 
nombre des péles de F; or Vexpression (2) est nulle, puisque, 
F étant uniforme sur la surface, les éléments se détruisent deux a 
deux. Le nombre des racines de (1) est donc indépendant de C: 
c’est ce que nous appellerons le degré de la fonction F. Il est 
clair que le théoréme précédent peut étre considéré comme la gé- 
néralisation du théoréme fondamental de la théorie des équa- 
tions. Dans le cas du plan simple de Cauchy et d’un polynéme 
en x de degré m, ona une fonction ayant m pdles (un péle mul- 
tiple d’ordre m a l’infini); elle a done m racines. 


2. Les intégrales normales de seconde espéce vont nous servir 
d’éléments simples pour décomposer une fonction F. Supposons 
que cette fonction ait » pdles que nous supposerons simples (‘), 
Ei, Sa, ---, &, et soient a, a, ..., @y les résidus correspon- 
dants. Formons les intégrales normales de seconde espéce 


ay Pha st 
correspondant a ces ». poles. La différence 


F—(a,E,+ ay Hg... + ty, Ey) 


x 


n’a manifestement plus de pdle; elle doit done se réduire 4 une 
inlégrale de premiére espéce. Or les périodes de cette intégrale 
de premiére espéce correspondant aux coupures D sont nulles, 
puisque F n’a pas de périodes, et que les périodes relatives aux 
coupures D des intégrales normales de seconde espéce sont 
nulles. Mais nous savons qu’une intégrale de premiére espéce, 
pour laquelle les périodes relatives aux D sont nulles, se réduit 
nécessairement A une constante (§ 13, Chap. XIV). Nous avons 
done Videntité fondamentale 


(33) “F = a, By + ap Eg+...+ ay Eyt aus, 


les « étant des constantes. 


(") Dans la suite, sauf dans la note de la page 430, nous supposerons toujours 
que les poles dont il sera parlé sont des ples simples. 
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On voit qu’on obtient ainsi une décomposition de Ja fraction 
rationnelle dans laquelle les intégrales normales de seconde es- 
péce jouent le réle d’éléments simples. La formule précédente 
peut étre considérée comme la généralisation de la décomposi- 
tion des fractions rationnelles en fractions simples. 


3. La fonction F étant uniforme sur la surface de Riemann, les 
périodes relatives aux coupures C doivent étre nulles. Nous avons 
done les p relations 


(4) a1 QnEs, 41) + @2 Qr(Es, ne) +---+ ay. Qn(Eu, nu) =o (h=1,2,..., p). 


Nous devons d’abord remarquer que |’expression (3) sera cer- 
tainement une fonction rationnelle de x et y, si les constantes « 
vérifient les relations (4), car celles-ci expriment que les pé- 


riodes de 
ay E, teak) Es alerts Ha ot ae dy, By + tu+45 


relatives aux coupures C, sont nulles; comme, d’autre part, les 
périodes relatives aux coupures D sont aussi nulles, l’expression 
précédente n’a pas de périodes, et est, par suite, une fonction 
uniforme. 

Nous allons faire, tout 4 [heure, une étude approfondie de ces 
relations. Pour le moment, déduisons-en la remarque capitale, 
quwil ne peut exister de fonction rationnelle de x et y ayant 
vu. péles simples ansivnamement données, si 


aceite ae 


Il suffira de le montrer pour » =p. Les p relations précé- 
dentes entraineraient 


Qi (Er, 71) Q1 (E292) --- Qi (Ens my) 
Qa (E171) Qe(be,n2) «-- Q (Eu, Huy) 
Qp(E1, 11) Qp (Ea; q2) <a Qp(Eus Ap) 
et nous avons déja dit que ce déterminant ne pouvait étre nul si 
les p points (&, 7,) sont arbitraires. Dans ses Lecons sur la théorie 
des fonctions abéliennes, qui n’ont malheureusement jamais été 
publiées, M. Weierstrass prend le théoréme précédent comme dé- 
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finition du genre. Se placgant 4 un point de yue purement algé- 
brique, il commence par établir qu‘il y a un certain minimum au- 
dessous duquel ne peut descendre le nombre des pdles simples, 
supposés arbitratirement choisis, dune fonction rationnelle de « 
et vy. Ce nombre minimum, diminué d’une unité, est ce que 
M. Weierstrass désigne par la lettre p et appelle le rang de la 
courbe : ce nombre ¢ n’est autre que le nombre p de Riemann, 
d’aprés la remarque que nous venons de faire ('). 

Silona p-—+1 points arbitraires, on pourra obtenir une fonc- 
tion F n’ayant d’autres pdles que ces points. Les « seront alors 
déterminés (ou du moins leurs rapports) par les équations écrites 
plus haut. 

Il est facile de former effectivement une fonction ayant p +1 
poles arbitraires. Oa peut, en effet, faire passer par p + 1 points 
arbitrairement donnés une adjointe d’ordre m — 2, soit P(x, y); 


(1) A la vérité, M. Weierstrass donne une définition un peu différente dans la 
forme, car il suppose que les points sont confondus et considére alors les fone- 
tions rationnelles de @ et y ayant en un point arbitraire un pole multiple 
d’ordre p. et n’ayant pas d’autres poles: le nombre p aun minimum qui est e+1. 
Il est clair que ce cas n’est qu’un eas limite de celui que nous avons étudié dans 
le texte; il suffit de supposer que les » points coincident. Au point de yue ot 
nous sommes placé, la démonstration pourrait étre faite en détail, en remarquant 
que lintégrale normale E correspondant au point § est une fonction de €; la for- 
mule (3), s'il s’agit d’un pole d’ordre p, se remplace immédiatement par la sui- . 
vante 


F E di aE 
? = eid oe 
=a, -+ a, dt tooo hy der + Oe 
ae AD eC aveae ; “et u 
Les périodes de We’ seront les dérivées successives des périodes de E par 
$ 


rapport a &, et ’on verra tout de suite que si une fonction F a comme pole unique 
un pole multiple d’ordre p en €, on doit avoir 


Q, DQ, DQ, nied DP Q, 
Q, DQ, D? Q, we Die Q, 


= 0, 


les D désignant les dérivées successives de Q(&,1) considérée comme fonction 
de [on a, bien entendu, /(£,) =o]. Or la relation précédente, od par hypo- 
thése € est arbitraire, entraine nécessairement une relation homogeéne et linéaire 
entre Q,, Q,, «++, Q,, ce qui est impossible, puisque ces polynédmes adjoints sont 
linéairement indépendants. Il ne peut donc y avoir de fonction F ayant un pdle 
unique arbitraire dordre inférieur a p +t. 
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elle rencontrera la courbe, en dehors de ces points et des points 
multiples, en 

m+ p—3 
autres points. Par ces derniers, on peut au moins faire passer deux 
adjointes distinctes d’ordre m—2, comme le montre de suite 
le dénombrement des conditions. Prenons l’adjointe P(a, vy) pour 


Pune d’elles, et désignons par P,(x, v) la seconde, le quotient 


Pi(%, ¥) 
P(z, y) 


a pour poles les p +1 points primitivement donnés. 


II. — Théoréme de Riemann-Roch. Des fonctions spéciales. 


4. Nous allons maintenant approfondir |’étude des relations (4) 
pour résoudre le probléme suivant, qui est fondamental dans la 
théorie des fonctions algébriques : 

Etant donnés y. points sur une surface de Riemann, de com- 
bien de constantes arbitraires dépendent les fonctions ration- 
nelles qui nont d’autres péles (supposés tous simples) que ces 
u points ou quelques-uns d’entre eux? 


La recherche de ce nombre reviendra a la discussion des équa- 
tions (4), que j’écris de nouveau 


ay Qn (E11, 41) Fee et ty On( Eu, Ay.) 1h 0) (h ct mien 2) 


Si les premiers membres de ces p relations, regardés comme 
fonctions linéaires et homogénes de a,, %, ..-, &, sont linéaire- 
ment indépendants, on pourra Urer de ces équations p des let- 
tres « en fonction des p. — p autres, et, par suite, l’expression gé- 
nérale (3) de F renfermera 


ines Kosa 


constantes arbitraires. Ce résultat est di 4 Riemann; il convient 
en quelque sorte au cas général. Il est facile de le compléter, de 
maniére 4 avoir un énoncé applicable 4 tous les cas, comme la 


indiqué Roch ('). 


(*) Rocu, Journal de Crelle, t. 64. 
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Supposons que, parmi les polynémes du premier degré en 

PE ) Pp 8 
04, Go, +++, %y, il y en ait seulement p — ¢ linéairement indépen- 
dants. On pourra exprimer alors co d’entre eux en fonction des 
p 

p—¢ autres : soit les ¢ derniers en fonction des p — ¢ premiers. 
On aura ainsi les identités 


Qp—o+1 (Ex, 2k) = Ar, Qu (Exs Nk) Het Ape Qp-o (Ex, Ne) 
Qp—o+e2 (Ex; Qk) = Pi Q, (Ex; Hr) =Irelsiest= --p—o Qp—o (Ex; Hk) (k = 


016. Sl, on © oe) 0.6. eer 610 00.6.6 6 oe 018 5.67010 © 06:8 06 0 wile ts 6161 9 6 6 18 + 6 vie es Is 


Qp (Ex, Hk) = Q1 (Ex, Nk) eet Vp—o Qp—o (Ex; Nk) } 
les constantes A, », ..., y ne changeant pas avec k. 


Or ces relations montrent que les ¢ courbes adjointes d’ordre 


i) == Dp 
Ri (2, ¥) = Qp—o+1(%, Y) — As Qa(%, Y) —---— Ap—o Qp-o(%; ¥); 
Re(2, v) = Qp(z, y) eee OLN) ++ — Yp- o Q,—3(2, 7), 


passent par les p points considérés de la surface de Riemann. Ces 
c polynémes adjoints sont d’ailleurs bien évidemment, par leur 
forme méme, linéairement indépendants. On voit done quil y 
aura o polynémes adjoints d’ordre m— 3 linéairement indépen- 
dants s’annulant pour les » points. Il n’y en aura pas davantage, 
car, dans cette hypothése, on aurait un polynédme 


B, Ry +...-+ Bo Ro + Ay Qi -+...+ Ap—o Qp-o, 


ot: les constantes A ne seraient pas toutes nulles, qui s’annulerait 
pour Cope ae eae (Sus fy). LL s’ensuivrait 


Ay Q1 (Ex, Nk) +. Ap-c Qp-o(Ex, Nk) =O (k Fy Dyn vw). 


On conclut de la qu’un des polyndmes Q,, Qo, ..-, Qp_« pour 
(&%, 1%), soit par exemple le dernier, s’exprimerait, quel que 
soit k, par une méme combinaison linéaire des autres. Les ex- 
pressions 


On26( th, Nk)» Qp-o41 (Ex, Nk)» sens Qp(Ex, Hk), 


pour k=1, 2,...,u, s exprimeraient par des combinaisons li- 
néaires de 


Q, (Ex, Nk); tee Qp-o-1( Ee; qk)s 
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el, par suite, il y aurait moins de p —z polynémes (4) linéaire- 
ment indépendants: 

Nous arrivons done a la conclusion suivante : Si, par les » points 
donnés, on peut faire passer un faisceau de courbes adjointes 
d’ordre m— 3 renfermant (d’une maniére homogéne) ¢ con- 
stantes arbitraires, les équations (4) se réduiront 4 p—¢ d’entre 
elles, et, par suite, parmi les constantes 


Hp, Hay very Ay 


pz pourront s’exprimer a l’aide des ‘autres. Le nombre des 
constantes arbitratres figurant dans F sera done 


w—(p—-t)+t ou p—p+i+s, 


en tenant comple de la constante a,,, : c'est le théoréme géné- 
ralement désigné sous le nom de théoreme de Riemann-Roch. 

On remarquera que, parmi les constantes a, il peut y en avoir 
de nécessairement nulles, comme conséquence des équations (4). 
La fonction dont nous venons de trouver l’expression générale et 
de dénombrer les constantes arbitraires aura alors moins de 
u poles; aussi avons-nous eu soin d’indiquer dans l’énoncé du 
probléme de Riemann-Roch que la fonction cherchée avait pour 
poles les » points donnés ou quelques-uns d’entre eux. 


5. Lorsque le nombre ¢ n’est pas nul, le nombre » des points 


, 


est évidemment au plus égal a 
2p—2, 


puisqu’une adjointe Q d’ordre m — 3 rencontre la courbe / seu- 
lement en 2p — 2 points en dehors des points multiples. Le degré 
de la fonction est alors au plus égal 4 2p — 2. Quand ¢ est diffé- 
rent de zéro, nous dirons que la fonction F est une fonction spé- 
clale. 

Nous allons établir que toute fonction spéciale peut se mettre 
Q: 
Q 


sous la forme 


» Q et Q, étant deux polynémes adjoints d’ordre 
m— 3. 
Soit, en effet, Q(z, v) un polyndme adjoint d’ordre m — 3 
s'annulant pour les pdles de la fonction F. Envisageons l’inté- 
P.— If. 28 
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grale 

OF da | 

onemalt 

Sy 
le produit OF reste fini pour les péles de F; d’autre part, pour le 
| | } ) 

point a Vinfini sur chacun des feuillets, il est infini de l’ordre 
de x”, On yoit donc que lintégrale précédente restera finie 
sur toute la surface de Riemann. Ona par suite 


QF = Qi, 


Q, étant encore un polynéme adjoint d’ordre m — 3. Cette dé- 
monstralion si simple est due a M. Klein ('). Il est bien clair 
que, inversement, tout quotient de deux polyndémes adjoints 
dordre m — 3 est une fonction spéciale, puisque, pour ce quo- 
lient, ¢ est au moins égal a l’unité. 


6. MM. Brill et Nother ont complété le théoréme de Riemann- 
Roch en indiquant une lot de réciprocité, relative au cas ot ¢ 
nest pas nul, que nous allons maintenant faire connaitre (2). 
Considérons une fonction spéciale avec les pdles 


at CE Ye #0) 


par ces p. points passent ¢ courbes Q linéairement indépendantes, 
solent 


ce Qo, Tee Oe’ 


Une de ces courbes, la premiére par exemple, rencontrera, en 
dehors des points multiples, fen p.! autres points 


w! (p+ p= 2p—2). 


Formons le quotient 


C1 On 00 Qa +... 4-04-05 


Q1 


Oo = 


(*) Voir les Lecons de M. Klein sur la theorie des fonctions elliptiques mo- 
dulaires, t. I. Le troisiéme Chapitre est consacré a un exposé général de la théo- 
rie des fonctions algébriques; l’étude de cctte large esquisse ne saurait étre trop 
recommandeée. 


(?) Britt et Noérner, Math. Annalen, t. VIL. 
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ou les ¢ sont des constantes arbitraires. Cette fonction 9 ne peut 
devenir infinie qu’aux points ¢. Or la fonction uniforme la plus 
générale ne pouvant devenir infinie qu’aux points € contient, 
d’aprés le théoréme de Riemann-Roch, 


pi —pti+o 


constantes arbitraires, en désignant par o’ le nombre des courbes 
adjointes d’ordre m — 3 linéairement indépendantes passant par 
les points €. On a donc, puisque ¢ contient ¢ arbitraires, 


(5) oo pw —p+o't. 


Mais, en partant des points {, on pourrait raisonner comme nous 
Pavons fait en partant des points §, en considérant la fonction 


1 ¥1 Qu 2 Q4 +. + Ya QF 
Q1 


et en désignant par Q,, Q), ..., Q5 les o polyndmes adjoints 
ordre m — 3 s’annulant aux points C. 
On aurait alors 


(6) go — p+i+s, 
Des deux inégalités précédentes, on conclut 
o-++-056-- 0". 
Il faut done que les deux inégalités (5) et (6) soient des éga- 
lités, et, par suite, 
¢=p—p+oa+1, 


v= '— p+o+t, 

ce qui revient a l’unique relation 
a(¢—o)=p'— vp. 

C’est la loi de réciprocité de Brill et Nother. 


Des relations ainsi obtenues, on peut déduire le théoréme dé- 
montré dans le paragraphe précédent. La relation 


vo=p—p+o+i 


montre que la fonction g! est la fonction la plus générale ayant 
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pour poles les points © ou une partie d’entre eux : toute fonction 
spéciale est donc bien un quotient de deux polyndmes adjoints 


d’ordre m — 3. 


7. Le degré dune fonction spéciale est au plus égal a 2p — 2. 
Il n’est pas inutile de montrer qu’d/ peut effectivement atteindre 
cette limite. Ceci reyient a dire quwil n’y a pas, en dehors des 
points multiples, de points par lesquels passent toutes les ad- 
jointes d’ordre m—3 : ce que nous avons yu précédemment 


(Chap. XIV, § 14). 


III. — Des transformations birationnelles des courbes 
en elles-mémes. 


8. Avant d’étudier les transformations birationnelles d’une 
courbe en une autre courbe, comme nous le ferons dans la sec- 
tion suivante, arrélons-nous sur les transformations birationnelles 
d'une courbe en elle-méme. Une courbe 


S(2,y)=0 


admettra une transformation birationnelle en elle-méme si, po- 
sant 
a=P(x,y), 


(7) 
i aN aii 25%) - 


P et R étant des fonctions rationnelles de x et y, le point (2’, y’) 
décrit la courbe f quand (a, y) la décrit lui-méme et que, de 
plus, on puisse tirer de ces deux équations 


2 = Pi(2',y'), 
Ue Ry(z’, yy’), 


P, et Ry étant encore rationnelles, en tenant compte, s’il est né- 
a? aber: Ae VE aATI pecs 
cessaire, des relations f(x, vy) =o et f(a’, y')=0. 
Un cas intéressant est celui ot la transformation précédente 
dépend d’un paramétre arbitraire. M. Schwarz a montré (*) que 


les courbes du-genre zérxo et du genre un sont les seules qui 


(') Scuwarz, Journal de Crelle, t. XXXVI. 
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puissent étre transformées en elles-mémes par une substitu- 
tion birationnelle renfermant un parametre arbitraire. 

Je vais démontrer le théoréme de M. Schwarz en suivant la 
voie qui m’a servi a établir une proposition analogue pour les 
surfaces algébriques ('). Soit 


Nene BAloerass )\s 


(8) : 
(eye R Gray) 


la transformation birationnelle of nous mettons en éyidence le 
paramétre ¢ dont P et R sont des fonctions analytiques d’ailleurs 
quelconques. Considérons p intégrales distinctes de premiére 
espéce 


(2, ma ax Ona, rv) da: : 
Qinrde fle var (ys) 
. Bi 
en supposant la courbe de genre supérieur a un. 
L’élément 
Ouray ae, 
dy 


> 


quand on remplace x’ et y’ par leurs valeurs (8) en x ety, prendra 


la forme 


Q(z, alo 


Q,(: 1. 
Ay cho dle i al Na Rea 


7 ? 

Jy 

puisqu’une intégrale de premi¢re espéce doit nécessairement, 
aprés la transformation, rester encore une intégrale de premiére 
espéce. Ecrivons done 

Q,( 2, y) dx Ora y)\ da 


ee +... +A, 7 
he eR ed : he 


Les coefficients A, qui sont des constantes par rapport a x et y, 


(9) Qa’, y' ) da' 


pourraient a priori étre des fonctions du paramétre ¢, mais nous 
allons montrer qu’ils n’en dépendent pas. On le verra tout de 
suite par la considération des périodes. Donnons en effet a ¢ une 
valeur arbitraire, mais fixe, et faisons décrire un cycle au point 
(x, y), auquel correspondent pour les p intégrales envisagées 


(*) E. Picanp, Mémoire sur la théorie des fonctions algebriques de deux 
variables indépendantes (Journal de Mathématiques, Chap. III, 1889, et 
Comptes rendus, 1886). 
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les périodes 


Wr, Wa, SOD ri 


le point (z’, y’) décrira aussi un cycle, et soit w, la période cor- 
respondante éyidemment indépendante de ¢, On aura done 


| = Ay W,—-- As Wes... et Ap p- 


En faisant décrire a (., v) (p — 1) autres cycles, nous obtien- 
drons P—t autres équations de cette forme, et, comme on peut 
toujours supposer les p cycles tellement choisis que le détermi- 
nant des périodes correspondant a ces p cycles soit différent de 
zéro (on pourra prendre par exemple les cycles correspondant 
aux périodes relatives aux coupures C), on voit que les quantités A 
se trouvent complétement déterminées par des relations ot ne 
figure pas le paramétre ¢ : elles sont done indépendantes de ce 
parameétre. 

On aura de méme 


Ose ay idan 0O,(a2,¥) dx Qp(2,y) dx 
aes a B, —<—— —— sit Gunes Bp- = y=. are 
Ty" Sy Ty 
les coefficients B étant aussi indépendants de ¢. De (9g) et (10), on 
conclut 


(10) 


O1(2', 7) a A, Qi(2, 7 We apes at Pe Ap Qn (2,7) 
Qa(z',y’') Bi Qi(a,y)-+...+ Bp Qp(2, 7) 


(11) 


Or une telle égalité améne A une contradiction, car elle établit 
entre (2, vy) et (x', y’) une relation ott ne figure pas de para- 
metre arbitraire. A tout point (2, y) de la courbe ne pourrait 
correspondre alors qu’un nombre limité de points (a, ’) de cette 
méme courbe, tandis que, par les relations (8), le point (2, y’) 
varie d’une maniére continue ayec ¢, quand (x,y) reste fixe. 
L’hypothése p > 1 est donc impossible, et le théoréme est établi. 

On pourrait établir que les A ne dépendent pas de ¢ sans re- 
courir aux périodes, mais je me contenterai de renyoyer pour ce 
point a mon Mémoire cité plus haut. 


9. La démonstration qui vient d’étre donnée du théoréme de 
M. Schwarz permet d’établir immédiatement une proposition 
énoncée, je crois, pour la premiére fois par M. Klein : Peut-il 
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arriver qu'une courbe de genre supérieur a l’unité admette une 
infinité discontinue (') de transformations birationnelles en elle- 
méme? La réponse est encore négative, et on peut la légitimer 
en adoptant la voie que j’ai suivie pour établir (/oc. cit.) un théo- 
réme analogue relatif aux surfaces. Supposons que nous ayons 
une courbe admettant une infinité de transformations biration- 
nelles en elle-méme. Prenant une quelconque de ces transforma- 
tions 

ZS Na; ¥), 

y = Pan 97) 


el opérant comme plus haut, nous serons conduit 4 une relation 
de la forme (11). Toutes les transformations qui transforment la 
courbe en elle-méme doivent donc étre données par une relation 
de cette forme ot l’on donne aux constantes A et B des valeurs 
convenables. Or, parlant a priori de cette équation (11), nous 
pouvons chercher a quelles conditions elle définira une corres- 
pondance birationnelle entre (x, 7) et (2, y’). Ces conditions 
établissent éyidemment un certain nombre de relations algébri- 
ques entre les A etles B. Alors, de deux choses l'une : ou bien ces 
relations déterminent un nombre fini de valeurs de A et B, et il 
n'y a dans ce cas qu’un nombre limité de transformations de la 
courbe en elle-méme; ou bien une ou plusieurs des quantités A 
et B restent arbitraires, et alors la courbe admet une transforma- 
tion birationnelle renfermant un paramétre arbitraire. Or cette 
derni¢re circonstance est impossible si le genre est supérieur a 
un. ll ne peut donc y avoir pour les courbes de genre supérieur a 
un qwun nombre dimzté de transformations birationnelles de la 
courbe en elle-méme (*). 


10. Il est facile de yoir que les courbes de genre séro et un 
admettent une suite continue de transformations birationnelles 
en elle-méme. La chose est évidente pour les courbes de genre 


(*) Nous entendons, par une infinite discontinue, des transformations en nombre 
infini ne dépendant pas de paramétres arbitraires. 

(*) Pour l'étude des courbes de genre supérieur a l’unité admettant un nombre 
fini de transformations birationnelles en elle-méme, on lira l’intéressant Mémoire 
de M. Hurwitz ( Géttinger Nachrichten, 1887). 
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zéro pour lesquelles on peut, comme on sait('), exprimer & et y 
en fonction rationnelle d’un paramétre 4 et de telle maniére qu’a 
un point arbitraire de la courbe ne corresponde qu'une valeur 
de 4. Soient done 

r=f(8), y=9(8); 


aj-—b 


———., OU 2, 0, c, @ sont dés constantes 
c0+d ies 


quelconques, nous aurons 


mee (oa 7 {ais 6 
"Neb as, Jot Weta J 


et il est manifeste qu'il y aura entre (z, 7’) et (z’, 7’) une corres- 
pondance birationnelle dépendant de trois paramétres arbitraires. 

Passons aux courbes de genre un. Cette courbe, supposée de 
degré m, a alors 


en remplacant 4 par 


m(m—>3) 
2 


points doubles. Marquons sur la courbe m— 9 points A en de- 
hors des points doubles (*). Par ceux-ci et les points A, on peut 
faire passer un faisceau d’adjointes d’ordre m — 2 dépendant d’un 
paramétre arbitraire, puisque 

m(m—3) — (m—2)(m-+-1) 


-m 2 = syle 
2 2 


Soit 
(ro) P,+ AP, =0 


Péquation de ce faisceau ot i est un paramétre arbitraire. Le 
nombre des points de rencontre variables des courbes de ce fais- 
ceau avec la courbe est 


{m(m —2)— m(m—3)—(m—2),  cest-a-dire 2. 


Ces points sont certainement tous deux mobiles avec . L’un de 
ces points peut en effet étre choisi arbitrairement puisqu’on peut 


(*) Ce théoréme €lémentaire sera établi au Chapitre XVII. 


(?) Nous faisons l’hypothése que la courbe a seulement des points doubles 
uniquement pour simplifier les calculs. 
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choisir de telle maniére que la courbe (12) passe en un point 
arbitraire, et le second point ne peut pas étre indépendant de 4, 
car alors la courbe serait unicursale. 

Cette remarque faite, les deux points (2, v) et (a’, y’) de ren- 
contre variables avec ) se correspondent uniformément, et cette 
correspondance définit par suite une transformation birationnelle 
de la courbe en elle-méme. Or cette transformation dépend de 
la position des points A bases du faisceau (12). Supposons que 
parmi ces points un seul varie, soit A, ; on voit de suite que la 
correspondance entre (x, v) et (2’, 7’) varie aussi, sinon nous 
aurions un faisceau de courbes d’ordre m — 2, passant par les 
points fixes (x, vy), (x’, y’) et les points As, ..., Am_2, qui aurait 
le seul point de rencontre mobile A,, et la courbe serait unicur- 
sale. 

Nous avons done formé, pour la courbe de genre wn considérée, 
une transformation birationnelle dépendant d’un paramétre arbi- 
traire. Ajoutons quelques remarques importantes. J’écris la trans- 
formation sous la forme 


We EAI Ga ae V4.) 5 


yY=R(2,¥, 71,71); 


laissant en évidence les coordonnées (x,, 7) du point que nous 
atid bas 4 ; = r Nia ; , 
avons désigné par A,. En prenant (x/, v‘) ala place de (2), 91), 
on aura 
a= ACA GaVa)s 


y’: : R(2,y; B54), 


et de ces deux transformations résulte une transformation bira- 
tionnelle entre (2’, y’) et (x", vy”). On peut la regarder comme 
une transformation dépendant d’un paramétre arbitraire (x|,7)), 
el, pour une certaine valeur de ce paramétre (2, = 21, ¥, =), 
elle se réduit a la substitution identique. Nous pouvons donc, 
supprimant maintenant un accent, former une transformation 
birationnelle de notre courbe 


x’'=P(2,y,t), 


(33) (yf) 


dépendant d'un paramétre arbitraire ¢ et se réduisant, pour une 
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certaine valeur de ¢, soit ¢), 4 la substitution identique 
22, ene 
Or prenons lintégrale de premiére espéce ; en raisonnant 
comme plus haut, nous avons 


Q(z, y)dr . \ Olay yaa, 


> 


A ne dépendant pas de. ¢..Or, pourt=%,0onag—=2, y= y; 
donc A = 1; nous pouvons done écrire 


Q(z y\de O(a", 7") dz’ 
Ait Sy! 


> 


et la transformation (13) donne lintégrale générale de cette équa- 
lion différentiellz, ¢ étant le paramétre arbitraire. On peut encore 
dire que la relation algébrique (13) équivaut a la relation trans- 
cendante 


"7 Q(z yan _ (ir epleas ag oe 
Sy Sy 


~LoYo “X03 Yo 


ot h est une constante arbitraire. Dans le cas de l’intégrale ellip- 
tique, ’équation différentielle que nous venons ainsi d’intégrer 
est la célébre équation d’Euler. 


IV. — Des classes de courbes algébriques. Courbes normales. 


11. Riemann a introduit dans la Science importante notion 
de classes de courbes algébriques. 
Deux courbes algébriques, 


I(2, 7) =09, Eia’, ¥) =o 


sont dites appartenir ala méme classe guand elles se correspon- 
dent point par point, c’est-a-dire, comme nous ayons déja eu 
occasion de Vindiquer, quand on a entre les points des deux 
courbes la correspondance 


Coy) 
y= Ri(z, 7), 


R et R, étant rationnelles en w et y, et qu’inversement ces rela- 
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lions peuvent s’écrire, en tenant compte des équations des 
courbes, 

eI CAE 28 

Wes P,(2’, y'), 


P et P, étant encore rationnelles en z’ et 7’. 


Faisons d’abord la remarque capitale que toutes les courbes 
dune méme classe sont de méme genre. On le démontrera tout 
de suite en considérant que toute intégrale de premiére espéce 
de F se transforme en une intégrale de premiére espéce de f et 
inversement; le nombre de ces intégrales linéairement indépen- 
dantes est done le méme pour les deux courbes, ce qui revient a 
dire qu’elles sont du méme genre. 

On a cherché les courbes les plus simples que l’on puisse con- 
sidérer comme les représentants d’une classe de courbes algébri- 
ques. Le probléme n’est évidemment pas déterminé (tout dépend 
de Vidée que lon veut se faire de la simplicité d’une courbe), 
aussi a-t-il été traité dans des directions différentes. Nous com- 
mencerons par la transformation, étudiée d’abord, quoique d’une 
maniére trop sommaire, par Clebsch et Gordan ('). 


12. Nous partons de la courbe algébrique 
aye) a OF 


de degré m et de genre p au moins égal a ¢rozs. Prenons sur elle 
p—3 points arbitraires; on pourra faire passer par ces points un 
réseau 


(14) oy Oy + 42 Oo + 3 Q3 = 0 


de courbes adjointes d’ordre m— 3, puisqu’une adjointe de cet 
ordre est déterminée par p —1 points arbitraires. Faisons alors la 


transformation 
O(a, 
Goespeeees 
P Qi(2, y) 
(15) ae 
| ,_ Q3(a, ¥) 
4 Q1(2, ¥) 


(*) CLepsen et Gorpan, Theorie der Abelschen Functionen, p. 65. 
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A la courbe f va correspondre une courbe 
TC ACY "0; 


Ces courbes, en général, se correspondront point par point. 
Dans quels cas pourrait-il en étre autrement? II faudrait qu’a tout 
point (X, Y) de F correspondissent au moins deux points de f, 
et, par suite, que les deux adjointes 


X Qi(z, 7) — Qa(@, ¥) =0, 


Y Qi(z, y)— Q3(%, ¥) = 0, 


ott X et Y désignent des constantes, aient, dés qu’elles ont un 
point commun avec f, au moins un autre point commun (en de- 
hors des points multiples et des p — 3 points bases du réseau). 

Ceci revient a dire que toutes les adjointes du réseau (14), qui 
passent par un point d’ailleurs arbitraire de / ont nécessairement 
au moins un autre point commun sur /. Nous verrons dans un 
moment que cette circonstance ne peut se rencontrer que pour 
une famille particuliére parfaitement caractérisée de courbes de 
genre p que l’on appelle courbes hyperelliptiques. Sous le béné- 
fice de ce résultat supposé acquis, nous pouvons dire que les 
courbes f et F se correspondent point par point, si la courbe f 
n’est pas hyperelliptique. 

Cherchons quel sera le degré de la courbe F. Les intersections 
d’une droite quelconque 


AX—+.BY+.C=0 
correspondront aux points de rencontre de la courbe 
A Q2(a, y) + BQ3(2,7)+CQi(2, yy) =0 


avec f, en laissant de cété les points multiples et les p — 3 points 
base du réseau. Nous aurons donc un nombre de points égal a 


2p—2—(p—3) ou Por. 


Le degré de la courbe F est done égal & p +-1. On peut done 
faire correspondre point par point toute courbe de genre p a une 
courbe de degré p +1, sauf le cas exceptionnel réservé. 
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La courbe F aura des points doubles provenant des solutions 


distinctes (2, yv), (2, vy’) des deux équations 


Qa, y) _ (2, 7) _ Q3(%, x) 
Qi(2', 7’) Qalz’, yy’) Q3(2', x’) 


L’étude de ces deux équations ne présente pas de difficultés, 
mais il est inutile de Ja faire; car le nombre des points doubles 
est immédiatement déterminé, puisque le genre de F est égal a p, 
les deux courbes f et F se correspondant point par point. Le 
nombre 6 de ces points doubles sera donc donné par l’équation 


PLP ="). 's 


Rg p(n—3) 
= ou ———————— 
2 P 2 


18. Nous deyons maintenant faire l’étude approfondie du cas 
exceptionnel ot la transformation (15) n’est pas birationnelle. 
Dans ce cas, toute courbe du réseau (14) qui passe par un point 
de f passera nécessairement par un ou plusieurs autres points; 
ou bien encore, toutes les adjointes passant par p — 2 points ar- 
bitrairement choisis sur f, rencontreront encore cette courbe en 
un ou plusieurs autres points fixes (sans parler, bien entendu, des 
points multiples). 

Soient Ay, Ay, ..., Ap_» les p — 2 points arbitrairement choi- 
sis. Plusieurs circonstances pourraient, a priori, se présenter ('). 
Admettons d’abord que toutes les adjointes passant par les A aient 
encore un point fixe commun B; les coordonnées de ce point 
unique B seront des fonctions rationnelles des coordonnées de A,, 
Ay, ..., Ap_s, et la position de B dépendra de tous les points A; 
car, si elle dépendait seulement de quelques-uns d’entre eux, 
soit p, les adjointes considérées auraient plus d’un point fixe 
commun (elles en auraient autant qu’il y a de combinaisons de 


p — 2 lettres p 4). On aura donc, en désignant par (X, Y) les 


(*) On n’a jamais pris, que je sache, la peine de faire la discussion que nous 
croyons indispensable d’effectuer pour étre complétement rigoureux. I semble 
qw’on ait toujours admis a priori que, dans le cas ot la réduction a une courbe 
normale d’ordre p +1 n’est pas possible, toute adjointe d’ordre m—<3 passant 
par un point passe nécessairement par un ou plusieurs autres. (Voir, par exemple, 
Bait et NoruER, Math. Annalen, t. VIL, p. 286.) 
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coordonnées de B, 


bs Peis May Vo, Vas ees Xp 2) Vp-2)) 


Y = Ri @y, Mi) ey) 2s On | p25 J p- 2 iA 


P et R étant rationnelles, et 2;, 9; désignant les coordonnées 
de Aj. 

Il y a dailleurs évidemment réciprocité, c’est-a-dire que Von 
aura 
SKaAt Ly 0) \p=2)s 


Toy Va, +++) Cpa, Vp-2)- 


in considérant ws, ..+, 2@p_2 comme des parameétres variables, 
nous avons done une transformation birationnelle entre 


(34; ¥1) eu CAS \ ). 


La courbe admettra done une transformation birationnelle dé- 
pendant de paramétres arbitraires, ce qui est impossible d’aprés 
ce que nous avons vu dans la Section précédente. L’hypothese 
faite du point wrigue B est done a écarter. 

] 

Supposons done que nos adjointes passent par & points (A > 1). 
Les positions de ces i points ne pourront pas toutes dépendre a 
la fois des positions des A; car, sil’on fait passer une adjointe par 
»—1 points @ arbitraires, on aurailt, en considérant successive- 
/ } ) ) 
ment cette adjointe comme passant par les p—1 groupes de 
p—2 points formés par les , 


k(p—1) 


points distincts par lesquels elle devrait passer, ce qui est impos- 
sible, puisque 4 > 1. Les & points se partagent done nécessaire- 
ment en groupes de A’ points dépendant des positions d’un cer- 
tain nombre \(A <p — 2) de points A. Ainsi, nous sommes amené 
i’ Vhypothése que toutes les adjointes passant par i points 
(A<p — 2) de fauraient en commun encore 4’ points, qui ¢ous 
dépendent des points considérés. Or considérons encore, comme 
plus haut, p—1 points « arbitrairement choisis et une adjointe 
passant par ces points, on aura, en regardant successivement 
cette adjointe comme passant par les groupes de ) points formés 
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par les a, 
(p—)(p—2)...(p—d) 
: Tail 


points distincts (') par lesquels elle devra passer. En y ajoutant 
les p — 1 points a, on devra avoir 


wie 1)(p a (p Sy ay eae ee 


¥.2.0- 


or cette inégalité ne peut avoir lieu que si 
VET Te 


Ces relations sont capitales pour nous. Elles montrent que, 
dans le cas exceptionnel dont nous faisons l’étude, toutes les ad- 
Jointes d’ordre m—3 passant par un point passent nécessat- 
rement par un autre point, puisque a chacun des points A cor- 
respond un point dont la position dépend de ce point seulement. 
Le nombre désigné plus haut par & est manifestement égal a 


Pres ae 


14. Nous pouyons maintenant caractériser trés nettement la 
classe de courbes pour lesquelles la réduction 4 une courbe de 
degré p+-1 d’aprés la méthode du § 12 est impossible. Si C dé- 
signe une telle courbe, prenons, sur C, p — 2 points fixes d’ailleurs 
arbitraires; toutes les adjointes passant par ces points passent par 
p—2 autres points fixes d’aprés ce que nous venons de dire : i/ 
restera donc seulement deux points mobiles de rencontre. Soit 


(16) Qi+AQ2=0 


l’équation du faisceau considéré des adjointes. Les coordonnées «x 
et y des points de rencontre seront données par une équation du 
second degré; on aura, par suile, pour 2 et y des expressions de 
la forme 

xz=R Re VP), 

n= RL, VPQ)], 


(*) Ils sont distincts, puisque les a sont arbitraires et que chaque groupe de 
k' points dépend de tous les 4 points qui le définissent. 
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R et R, étant des fonctions rationnelles de i et de /P(d) , en dé- 
signant par P(4) un polynéme en ) qu’on peut supposer n’ayoir 
que des racines simples, aprés avoir fait sorur du radical les ra- 
cines multiples. Les deux déterminations du radical correspon- 
dent aux deux points de rencontre de la courbe proposée f avec 
le faisceau (16). Il en résulte qu’a un point arbitraire (2, y) de f 
correspond une valeur de A et de VP (d); nous pouvons done dire 
que la courbe f correspond point par point a@ une courbe 
entre h et ». de la forme 


Ean OF 


On donne a une telle courbe le nom de courbe hyperelliptique; 
aussi la classe de courbes qui nous occupe peut-elle prendre ce 
nom. 


15. Nous avions fait, dans le Tome I (p. 42), Pétude des inté- 
egrales abéliennes relatives 4 une courbe 


(17) yt = P(2). 


On a vu que les cas ott P(x) est de degré 2p +2 et ap+1 se 
raménent immédiatement Pun a l'autre. En supposant que P(x) 
soit de degré 2p +-1, nous avons montré qu'il y avait p intégrales 
de premiére espéce pour la courbe (17); ce sont les intégrales 


°. nk 
le (= 071,20, eh Pie 
yP(r) 


Nous pouvons donc dire que la courbe (17) est de genre p. Si 
nous revenons a la relauion 


pis P(A ) 


du paragraphe précédent, nous pouvons déterminer tout de suite 
le degré de P(A). La courbe f et la courbe précédente se corres- 
pondant point par point, les courbes seront du méme genre, et le 
degré de P()) (dont toutes les racines sont simples) sera égal a 
ap+1oua2p+ 2. 

IL est facile de vérifier, pour la courbe (17), la propriété des ad- 
jointes, dont nous avons parlé plus haut, relative aux courbes 
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hyperelliptiques. Les courbes qui remplacent ici les adjointes 
ordre m— 3 sont les p—1 droites représentées par |’équation 


Ay vP—-1+-...+Ap-; =0, 


les A étant des constantes arbitraires, comme le montre la forme 
ci-dessus des intégrales de premicre espéce. Les 2p — 2 points de 
rencontre mobiles d’une adjointe avec la courbe, qui jouent dans 
la théorie le rdle essentiel, sont les points: de rencontre des 
p—1t droites précédentes avec la courbe. On voit que les points 
se correspondent deux a deux, puisqu’a un point de rencontre 
(2, y) correspond nécessairement le point (2, — y). 


16. La courbe hyperelliptique 
pe = P(A) 


de degré 2p -+-1 ou 2p-+-2, que nous venons de faire corres- 
pondre uniformément a la courbe / de la classe hyperelliptuque, 
n’est pas lacourbe du plus bas degré que nous puissions indiquer. 
Les adjointes d’ordre m — 3 ne pouvant conduire, dans ce cas, a 
une transformation birationnelle, employons des adjointes d’ordre 
m — 2: ces courbes ont avec f 


mM-+- 2p—2 


points de rencontre, en dehors des points multiples. Si nous les 
assujettissons a passer par m -+- p — 4 points pris arbitrairement 
sur la courbe, nous aurons un réseau a trois paramétres 


(18) a Py (a, ¥) + % Po( x, ¥) + % P3(z, ¥) =0, 
et les points de rencontre mobiles seront au nombre de 


p+2. 
Posons alors 

ae P3(v,Y) | 
Pi(z, ¥) 
Ls P3(2, x) 
Pi(a, 7) 


La courbe f se transformera en une courbe F, et les deux 


courbes se correspondront point par point. Pour établir en toute 
Pp.— IL. 29 


‘ 
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rigueur celle correspondance birationnelle entre f et F, il faut 
montrer que toutes les adjointes d’ordre m— 2 passant par 
m + p — 3 points quelconques ne passent pas par un ou plusieurs 
autres points. 

Or cela est impossible; car prenons p +1 points arbitraires 
A,, Ag, ..., Apyi, et faisons passer par ceux-ci une adjointe 
ordre m — 2; elle rencontrera la courbe en dehors de ces points 
et des points multiples en m+ p — 3 autres points, que nous dé- 
signerons par B. Si toutes les adjointes d’ordre m— 2 passant 
par les B passent par un ou plusieurs autres points fixes, ceux-ci 
devront étre compris nécessairement parmi les points A, et, en 
prenant alors une adjointe P, (a, y) distincte de l’adjointe P(z, y) 
dont nous sommes parti, le quotient 

Paes y) 


P(z, y) 


n’aura pas pour poles tous les points A, mais seulement quelques- 
uns d’entre eux. On aurait donc une fonction ayant moins de 
p +1 poles arbitrairement choisis, ce qui est impossible. 

Le degré de la courbe ¥ est égal a p+ 2, puisque le ré- 
seau (18) rencontre la courbe en p + 2 points mobiles. 

Nous n’avons pas supposé jusqu’ici, dans ce paragraphe, que la 
courbe fit hyperelliptique. Si nous revenons a cette hypothése, 
nous obtiendrons une courbe particuliérement remarquable en pro- 
cédant de la maniére suivante. On prend m — 2 des m +p — 4 points 
bases du réseau (18) en ligne droite. Par les p—»2 autres points 
on peut faire passer deux adjointes distinctes Q, et Q» d’ordre 
m — 3, et ces courbes du réseau Q, +2Q. =o ont seulement 
deux points de rencontre mobiles avec 4. Posons alors 


Pi (2, x) =(ar+ by +c) Qi(2, ¥)s 
Po(z, y) = (av+ by +c)Q:(2, 7), 


en désignant par ax + by + c¢=o la droite des m — 2 points. 
Parmi les p + 2 valeurs de (x, vy) correspondant a X, deux seule- 
ment varient avec X, et les valeurs de Y correspondant aux p au- 
tres sont infinies. Il ne correspond ainsi que deux valeurs finies 
de Y a une valeur arbitraire de X. Notre courbe de degré p+ 2 
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a done un point multiple d’ordre p a Vinfini. Nous pouvons donc 
énoncer le théoréme suivant : 


Toute courbe de genre p hyperelliptique correspond point 
par point a une courbe de degré p+-2 ayant un point mul- 


tiple d’ordre p. 


On peut d’ailleurs vérifier que, inversement, toute courbe de 
degré p-+- 2, avec un point multiple d’ordre p a tangentes dis- 
linctes, est ae genre p et du type hyperelliptique. 

Le genre de notre courbe sera done 


P(P+1)_ p(p—1) 


ou . 
2 2, P 


Les adjointes d’ordre p + 2 — 3 ou p —~1 seront ici des courbes 
ordre p —1, ayant le point multiple O d’ordre p de la courbe 
comme point multiple d’ordre p —1 : elles sont donc formées de 
p —1 droites arbitraires passant par O. La courbe est hyperellip- 
lique, car toute adjointe d’ordre p —1 passant par un point A de 
la courbe va nécessairement passer par un autre point qui est le 
point (en dehors de A et O) ot la droite AO rencontre la courbe. 


17. Nous avons fait correspondre, avec Clebsch et Gordan, 
une courbe arbitraire de genre p a une courbe normale de degré 
p+. On peut encore obltenir des courbes normales de degré 
moindre, comme l’ont indiqué MM. Brill et Nother dans le Mé- 
moire que nous avons déja plusieurs fois cité ('). Sans entrer 
dans une discussion approfondie de cette question, qui ne me pa- 
rait pas d’ailleurs ayoir été jamais faite complétement, indiquons au 
moins les considérations qui peuvent conduire a ces courbes nor- 
males de degré inférieur 4 p—+-1. Nous trouyerons 1a l’occasion 
d’appliquer le théoréme de Riemann-Roch et le théoréme de réci- 
procité de MM. Brill et Nother. 

Soient considérés ». points (a, 971)-++ (yp, Jp) Sur une courbe 
algébrique f/. Cherchons a déterminer ces points de maniére qu’il 
leur corresponde un nombre ¢ différent de zéro (voir § 4), c’est- 


(*) Brity et NétuER, Vath. Annalen, t. VU. Voir le § 9 intitulé: Das Pro- 
blem der Special-Gruppen, et les paragraphes suivants. 
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i-dire qu’on puisse faire passer par eux ¢ courbes adjointes Q li- 
néairement indépendantes. On aura les » équations 


4, Qa(@ay Ya) Ae Q2(Lny Kh) He Ap Vp (Tay Mn) =O (R=j1, 2, «.., B). 


Ces u équations entre les a doivent se réduire a p — ¢ d’entre 
» eq 
elles, et on aura, par suite, entre (2), 1% )e ++ (Xp, %p) un nombre 


d’équations de condition égal a 
(u—pt+o)s. 


Ces équations (E) devront étre vérifiées pourque, par les vu. points, 
' 
que je désigne par A, on puisse faire passer des adjointes Q dé- 
pendant de ¢ paramétres arbitraires. Prenons une de ces ad- 
jointes; elle rencontrera (en dehors des points multiples) / en 
uv! autres points que nous désignerons par B, et Von a 


' 
|4 + = 2p— 2. 


Aux points B correspond un nombre o’, et nous avons établi 


les relations, revenant d’ailleurs 4 une seule, 


p—ptoHli=, 


' 


p—pto+irss. 


Par les points B, on peut faire passer des adjointes Q dépendant 
de o paramétres arbitraires. Ces adjointes rencontrent / en 
u points auxquels correspond le nombre primitif ¢. Ces points 
satisfont done aux équations (I), et, parmi eux, il yen ac’ —1 d’ar- 
bitraires; mais, d’autre part, le nombre des points satisfaisant aux 


équations (I) et restant arbitraires est au moins 
| 
B—(B— p+ os. 
Il faut done que Von ait Vinégalité 
e—(p—ptaelta—i, 


De cette inégalité fondamentale nous déduisons, en nous servant 
des relations écrites plus haut, 


B2(R—p +o) (¢+)). 


Un cas particulicrement tintéressant est celui o&e'= 3; on 
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aura alors 
B—pto=—2 
par suite, 
p2a(o+1), 


d’ou, en remplacant ¢ par sa valeur en p et p, 


p22(3+p—}), 
et enfin 


(19) p25(p+3). 


18. Nous arrivons maintenant a la recherche des courbes nor- 
males. Pour que l’on puisse avoir o’ = 3, la plus petite valeur que 
puisse prendre » est donnée par l’inégalité précédente. En suivant 
la marche du paragraphe précédent, on prendra alors des points B, 
en nombre yp’, obtenus comme il a été dit, et par ces points passera 
un réseau d’adjointes 


@, Qi + % Q2 + a2 Q3 = 0, 
qui auront » points de rencontre mobiles avec /. En posant 


- Q1(2, y) 
X = ~———,, 
Q3(2, y) 
=. Qo(2, y) 


- Q3(2, Ugo) j 


on fera la transformation de f en une courbe F qui sera de 
degré yu. Nous nous contenterons de dire que cette transforma~ 
tion sera birationnelle si la courbe / n’est pas spéciale; il en est 
bien certainement ainsi, mais on n’a pas approfondi l'étude des 
cas exceptionnels qui pourraient se présenter. 

Le point intéressant est d’avoir la plus petite valeur possible 
pour vu. Reportons-nous, a cet effet, a linégalité (19). On peut 
avoir 

p=3r, 3uT +1, 3m + 2. 

Dans les trois cas, le minimum de l’entier pv. satisfaisant a Piné- 

galité (19) est 


p—t+2. 


Nous pouvons done énoncer le théoréme suivant : 


Une courbe arbitraire de genre p correspond point par point 
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a une courbe de degré 
p—t+2, 


en posant p= 3, ou 3xn+1, ou 3n+ 2. 


19. Terminons cette Section sur la transformation birationnelle 
des courbes par quelques remarques. 
Etant donnée une courbe 


I(2; a8) =n 
et la substitution simplement rationnelle 


X=R (a, y), 
Y =R(a, 7). 


Quand (2, v) décrit la courbe /, le point (X,Y) décrit une 
courbe 
ISS Me fo. 


On yoit immédiatement que le genre g de F est au plus égal 
au genre p de f: en effet, 4 chaque intégrale de premiére espéce 
de F correspond une intégrale de premiére espéce de f, et, par 
suite, le nombre des intégrales de premiére espéce distinctes de f 
est au moins égal au nombre des intégrales de premiére espéce 
de F. On a done bien 

q =P. 
Examinons le cas ot 
q=p>ol. 

On peut établir alors que la transformation est nécessaire- 
ment birationnelle ('). 

Considérons, en effet, les intégrales de premiére espéce 


P(X, ¥). ax fre y)dxr 
Sa Gh = way aan 
Jy 


4 Fy 
des courbes F et f. On aura 


Qp( 2, y)dax 


grad: 


when 


ok P| 


> Pony: 4 : 
I VereeY 2: cgi ier ide 4p Caley) dx 
Y Jy Jy 


? 


(*) Ce théoréme a été démontré pour la premiére fois par M. Weber (Jour- 
nal de Borchardt, t. 76). 


Or 
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les a étant des constantes, et, par suite, en supposant g >1, on 


aura 
PGs; Y) i a Qi (2, JY) eet Ap Qp(z, x) 


Pa( x2 X) - by Qi(7, y)+-..+ Op Qr(z,7)° 


les a et b étant des constantes. Aux points de F pour lesquels 
P,(X, ¥)) — 0; 
correspondront des points pour lesquels 


a, Qa(a, vy) +... + ap Qp(2, vy) = 0. 
Si a un point arbitraire de F correspondent p points de J, il 
faudra donc que 
p(2g — 2)Sap—2, 
et, par suite, si p = g > 1, on aura nécessairement 


w=1, 


c’est-a-dire que la transformation est birationnelle : c’est le théo- 
réme de M. Weber. 

Dans le cas ot p =1, les choses se passent d’une maniére en- 
tiérement différente. On trouvera d’importants développements 
sur les transformations simplement rationnelles des courbes avec 
des applications a la théorie des équations différentielles dans le 
Mémoire de M. Painlevé sur les équations différentielles du pre- 
mier ordre ('). 


V. — Des courbes de genre deuz. 


20. Dans tout ce qui précéde, on a supposé p= 3. Quelques- 
unes des considérations précédentes s’appliquent toutefois au cas 
de p = 2. Dans ce cas, la courbe est hyperelliptique. Le raison- 
nement fait au § 14 peut, en effet, étre employé ici. On a un fais- 
ceau 

Qi + AQ. =0 
d’adjointes d’ordre m — 3 avec le seul paramétre 4. Les courbes 
de ce faisceau ne rencontrent f qu’en deux points variables; par 


(*‘) P. Patnteveé, Annales de l’Ecole Normale supérieure, 1891-92. 
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suile, la courbe f correspond point par point a une certaine courbe 
hyperelliptuque 


(20) pe= P(A), 


et, d’aprés ce que nous avons dit (§ 14), le degré du poly- 
ndme P(i), qui n'a que des racines simples, est cing ou six. 

On peut encore employer, pour faire la transformation, des ad- 
jointes d’ordre m — 2, et la courbe de degré p + 2 avec un point 
multiple d’ordre p devient ici une courbe du quatriéme degré 
avec un point double. Nous pouvons done énoncer le théoréme 
suivant : 


Toute courbe de genre deux correspond point par point a 
une courbe du quatriéme degré ayant un point double. 


Les remarques qui précédent épuisent la question de la repré- 
sentation paramétrique des courbes de genre deux; mais il n’est 
pas sans intérét de montrer d’une maniére purement algébrique 
que le degré du polynédme P()) dans l’équation (20) est au plus 
égal a six; c’est ce que nous allons faire en supposant, pour sim- 
plifier, que la courbe f n’ait que des points doubles. Changeons 
seulement un peu les notations; soit, pour éviter les indices, 


Q+AR=0 
le faisceau des adjointes d’ordre m— 3 de la courbe de genre 
deux ’ 

S (2,7) =0; 


x et y sont des fonctions rationnelles de A et /P(A), en désignant 
par P(X) un polynéme qui est supposé n’avoir que des racines 
simples. C’est le degré de P(X) que l’on se propose d’évaluer. 
L’équation du second degré donnant z sera de la forme 


A(A)av?+ 2B(A)x + C(1) = 0, 


A, B, C étant des polynémes en ). L’équation en & aura des ra- 
cines doubles pour les valeurs de ) annulant 


B?:— AG =o. 


Ces racines sont de deux sortes : ou bien elles correspondent aux 
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valeurs « de i pour lesquelles deux points de rencontre de la 
courbe correspondante avec f sont distinctes et sur une méme pa- 
ralléle 4 Oy, ou bien elles correspondent aux valeurs 8% de 2 
pour lesquelles la courbe correspondante du faisceau est tan- 
gente af. 

Dans le premier cas, y aura deux valeurs distinctes, c’est- 
a-dire que y, dans le yoisinage de } =, sera uniforme; « le sera 
done également (puisque x peut s’exprimer rationnellement en y 
et A, si, comme on peut le supposer, la courbe et le faisceau n’oc- 
cupent aucune position particuliére par rapport aux axes). Par 
suite, A= sera certainement une racine de degré pair de 
B? — AC, et elle ne figure pas alors parmi les racines de P(A). 

Le degré de P(A) est donc égal au nombre des courbes du fais- 
ceau 

Q+,AR=0 
tangentes a f : calculons ce nombre. Nous avons les équations 


of CL ps0; 
Q-KR =: 0, 
Q, + AR, Qi + AR; 
SSeS ERE 5 ae RTL ae 
Je Jy 
et nous devons, par suite, chercher les points de rencontre des 


deux courbes 
fa,yy=0, fi(Q-R—RBLP)—fi(Q, R—Ri.Q)=0. 


Evaluons le nombre des points de rencontre de ces deux courbes 
en supprimant les solutions étrangéres au probléme. 
La seconde courbe est d’ordre 


m—it+m—f4+-m—3=3m—8. 


Il est facile de yérifier que les points doubles de f sont des 
points doubles de la seconde courbe avec les mémes tangentes. 
Pour le yoir, mettons le point double a l’origine avec Ox et Oy 


comme tangentes; on aura 
S(2,y) = ay + 93(4, y)+---, 


“O(a, y)=anr +by +... 
R(z7, y)=a'a+ Dy +...; 
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on a donc, pour la seconde courbe, 


[e+ ne +... | [a(a'a + b'y)—a'(axr+ by)-+...] 


== [y+ oe +e] [b(aa+by)—b'(ar+by)+...J=0; 
l'ensemble des termes du second degré est donc xy. 


Nous allons voir, de plus, que les m points a l’infini de f appar- 
tiennent a la courbe de degré 3m— 8. On a, en effet, comme 
terme de degré 3m — 8, 


@y( Ge — 9x) — 92(Vy lr —Ty 7), 


en désignant par 9, g, 7 ensemble des termes homogénes du 


plus haut degré dans f, Q, R. 
Si Pon remplace ¢ et r par xq’, + y qj el er, + yr, on aura 


(G2 ly — Vy Tx) (292 + IY Py)3 
done o(z, v) sera bien en facteur. 
4 


Les solutions que nous venons de trouver sont manifestement 
étrangéres au probléme. En les laissant de cété, il reste pour le 
probléme proposé un nombre de solutions égal a 


.[ m(m— 3 , rete ; 
m(3m—8)—6 jae _ | —im, c’est-a-dire six. 
2 


Le polynéme P()) est donc du sixiéme degré. 


CHAP. XYI, — THEOREMES GENERAUX SUR UNE SURFACE DE RIEMANN. 459 


CHAPITRE XVI. 


THEOREMES GENERAUX RELATIFS A L’EXISTENCE 
DES FONCTIONS SUR UNE SURFACE DE RIEMANN. 


I. — Position de la question; théorémes préliminaires. 


1. Nous avons jusqu’ici considéré une surface de Riemann dé- 
finie en partant d’une certaine relation algébrique 


J (2, y)=0. 


Nous avons alors étudié sur la surface certaines fonctions, inté- 
grales des diverses espéces ou fonctions uniformes. 

Nous allons nous proposer maintenant des problémes en quelque 
sorte inyerses. On peut concevoir une surface de Riemann définie a 
priori et dune maniére purement géométrique : ce seront m feuil- 
lets réunis les uns aux autres par un certain nombre de lignes de 
croisement et formant une surface connexe. I] s’agit d’établir qu’a 
une telle surface correspond une classe de courbes algébriques et 
de démontrer a priori l’existence de ces fonctions dont nous par- 
lions plus haut. Nous rentrerons ainsi dans la pensée profonde de 
Riemann, dont nous nous sommes écarté dans les Chapitres pré- 
cédents en faisant l’étude des intégrales de différentielles algé- 
briques relatives 4 une courbe. Les deux études doivent, d’ailleurs, 
évidemment étre faites Pune et l'autre; jusqu’ici nous sommes 
parti de la courbe ou de la relation algébrique, nous prenons . 
maintenant pour point de départ le concept de la surface rie- 
mannienne am feuillets. 

Malheureusement la méthode si simple de Riemann pour éta- 
blir les théorémes généraux d’existence ne présente pas la rigueur 
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qu'on exige aujourd hui dans la théorie des fonctions. Elle repose 
sur Ja considération du minimum de certaines intégrales tout a 
fait analogues a celles que nous avons déja étudiées dans le pro- 
bléme de Dirichlet (p. 36) et on lui a adressé les mémes objec- 
tions. Il a done fallu chercher dans une autre voie : M. Neumann 
et M. Schwarz y sont parvenus chacun de son cété. La méthode 
de M. Neumann est exposée dans son grand Ouvrage sur la 
théorie des fonctions abéliennes ('); j’y renverrai le lecteur. 
M. Schwarz, a la suite de ses recherches sur le procédé alterné et 
le probléme de Dirichlet, ajoute que l’on peut par ce procédé 
arriver aux théorémes généraux d’existence. Dans une lettre a 
M. Klein, que nous aurons a citer dans un moment, il revient ra- 
pidement sur la question. On peut avec ces données restituer 
complétement la méthode de M. Schwarz, et je ne crois pas dans 
les pages qui suivent m’écarter de la pensée de lillustre géométre. 


2. Nous allons avoir 4 compléter l'étude des conditions d’exis- 
tence d’une fonction harmonique. Quelques théorémes prélimi- 
naires nous seront indispensables. Nous ayons déja exposé (p. 77) 
le procédé alterné; il va jouer dans la suite un réle capital. Nous 
l’avons, en particulier, appliqué dans le cas d'une aire limitée par 
deux contours C et C’ (p. 82) et nous généraliserons d’abord la 
recherche faite a cet endroit. 

\eprenons donc, avec M. Schwarz (*), l’aire limitée par les deux 
contours C et C’, Tracgons la ligne mn joignant un point de Ca 
un point de C’, et donnons-nous sur chacune des deux courbes 
ine succession de valeurs que nous supposerons, en général, con- 
tinue (il pourrait y avoir des points en nombre fini pour lesquels 
il yaurait un saut brusque d'une valeur a une autre). 

Nous tracons une courbe mn joignant un point de Ca un point 
de C’ (fig. 55); désignons par mnt le bord droit de cette coupure 
et par mn~ son bord gauche. Nous allons chercher 4 déterminer 
une fonction harmonique uw, continue dans l’aire limitée par C, C’ 


(*) Neumann, Vorlesungen tiber Riemann’s Theorie der Abelschen Integrale 
(2% Aufl.; 1884). 

(*) Scnwanz, Auszug aus einem Briefe an Herrn F. Klein (QEuvres com- 
plétes, t. Il, p. 303). 
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et mn, prenant des valeurs données sur C et C’, et pouvant se pro- 
longer analytiquement des deux cdtés de mn, de telle sorte que le 
prolongement analytique de w~ soit égal a 


u+—h, 


h étant une constante donnée, en représentant par u~ et ut les 
valeurs de Ja fonction dans le yoisinage de la coupure a gauche et 
a droite. 

Nous appellerons A Vaire limitée par C, C’, mn*, mn-; tracant 
alors une seconde coupure pq, appelons B l’aire limitée par C, C, 


Fig. 55. 
a 


pq’; pg: Nous allons d’abord former une premiére fonction har- 
monique w,, définie dans l’aire A, prenant les valeurs données sur 
C et C’, puis des valeurs arbitrairement choisies sur mn~ et les 
mémes valeurs augmentées de 4 sur mn*. La fonction uw, prendra 
certaines valeurs sur pg. Nous formons alors une fonction harmo- 
nique ¢, déterminée dans laire B, prenant sur pg* les valeurs de 
u, et sur pg~ les mémes valeurs diminuées de /; de plus, ¢, prend 
sur les ares « et 8 de C et C’ les valeurs de wu, diminuées de h, et 
sur le reste des courbes C et C’ les mémes valeurs que uw, : la 
fonction 9, est ainsi complétement déterminée. On va continuer 
ainsi indéfiniment : la fonction ws sera la fonction harmonique 
déterminée dans A prenant sur mn les valeurs de v, et sur mn* 
les mémes valeurs augmentées de h, et égale au, sur C et C’, On 
formera #2 en partant de w., comme on a formé ¢, en partant de 
u,, et ainsi de suite. Les fonctions uw, et ¢, Ont respectivement 
deux limites uw et ¢, comme nous |’établirons sans peine. Or ona 


Un=PVn (sur pg*), 
Un = Pn-1 (sur mn-). 
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D’ailleurs tous les w et » ont méme valeur sur les ares C — z et 


C’ — 3. Ilen résulte que 
uv 


sur le contour formé par ces deux ares et mn-, pqg*; il enest done 
de méme a Vintérieur de ce contour. Pareillement, on a 


Vn = Un—h (sur Ia). 


On—1= Un—h (sur mn), 
On a done, dans laire limitée par a, 8, mn*, pqr, 
e=u—h. 


Or la fonction ¢ n’a pas mn pour coupure; nous allons done 
pouyoir, avec les résultats précédents, étudier immédiatement le 
prolongement analyuque de w quand on traverse de gauche a 
droite la coupure mn. Puisque, a droite de celle-ci, on a 


u=v-+h, 
tandis qu’a gauche 
u=?, 

le prolongement analytique de w~ sera done égal a ut—h, 
comme nous l’avons dit dans l’énoncé. Il est clair que semblable- 
ment le prolongement analytique de ut est égala u~ + h. La fone- 
tion w prend sur C et C’ les valeurs données; il est clair que, sil’on 
traverse la coupure mn, les valeurs de uw sur ces deux courbes 
augmenteront ou diminueront de h, suivant le sens dans lequel la 
coupure aura été traversée ('). 


3. Nous avons admis l’eXistence de limites pour uy et ey. La 
démonstration est laméme qu’au § 2 du Chapitre IH, et il suffira 
de faire ressortir briéyvement lanalogie entre les deux cas. Nous 
pouvons dresser le Tableau 


pr mn- 


(*) Si la succession donnée des valeurs sur C et C’ admet la période h, on 
pourra regarder la fonction comme parfaitement déterminée en m et n sur le 
bord droit et sur le bord gauche de la coupure. Dans le cas contraire, la fone- 
Lion n’aura pas, & proprement parler, de valeurs en ces points. 
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qui rappelle que w, et %, prennent les mémes valeurs sur pq*, 
tandis que wv, et ¢,_, prennent les mémes valeurs sur mn~. Tous 
les w prennent les mémes valeurs sur les arcs C et C’, et il en est 
de méme pour les ¢, ces valeurs n’étant d’ailleurs les mémes pour 
les uw et les ¢ que sur les arcs C — x et C/— 8. 

Remarquons maintenant que 


Uz — Ug= Pp— 0 (sur mn-—),. 
Or v, — », est nulle sur C et C’, etl’ona 
0g— Vy = Ug— Uy (sur pg*). 
On en conclut de suite, en raisonnant comme 4 la page 80, 
| Ug — Up |<. g2e (sur mn-—), 


en désignant par g le maximum de |w,—wu,| sur mn-}; pour la 
définition du nombre g <1, on se reportera au.Chapitre IIL et 
particuliérement a la page 83. On a, d’une manicére générale, 


| Un— Un-1| < g?"—?) g (sur mn-—), 


et la convergence des uw, vers une limite s’en déduit immédiate- 
ment; on raisonne de méme pour les ¢p. 


4, Les considérations précédentes s’étendent d’elles-mémes. Si, 
au lieu d’une aire limitée par deux contours, nous avons une aire 
limitée par une courbe extérieure C et par p courbes intérieures 
C,, Cy, ..., Cp, nous tracerons p coupures m, 72,4, M2Ng, ..., MpNp, 
joignant C a C,, Cy, ..., Cy. On pourra former une fonction 
harmonique continue dans l’aire limitée par les C, les mnt et 
les mn~, prenant des valeurs données sur les C et pouyant se pro- 
longer analytiquement au dela de m;n; (C= 1, 2,...,p), de telle 


sorte que le prolongement analytique de w~ soit égal a 


u+— hj, 
h; étant une constante donnée. 


Il n’est pas besoin d’insister sur ce cas général; la question 
étant traitée pour le cas de deux contours, on traitera le cas de 
trois contours en s’appuyant sur le cas précédent, c’est-a-dire en 
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prenant comme fonctions successives u et 9 des fonctions ayant la 
périodicité donnée par une des courbes intérieures. Aucune diffi- 
culté ne pourra provenir de ce que les uv et 9 ont déja des périodes, 
car la différence de deux fonctions uw ou de deux fonctions ¢, sur 
laquelle porte seulement le raisonnement, n’aura plus de période : 
cette remarque évidente fait le succés de la méthode et permet de 
l’étendre de proche en proche de facon a traiter, comme nous ve- 
nons de l’énoncer, le cas général d’une aire limitée par p+-1 
contours ('). Un cas particulier trés important est celui od tous 
les A seraient nuls et ou, par suite, la fonction est uniforme dans 
aire aprés la suppression des coupures. 


5. Rappelons encore, pour terminer ces préliminaires, une pro- 
position fondamentale relative aux fonctions harmoniques. Pour 
une telle fonction, la valeur au centre d’une circonférence est 
égale a la moyenne des valeurs sur la circonférence, ce qui s’ex- 
prime, en prenant le centre comme origine des coordonnées po- 
laires 7 et 9 et désignant la fonction par u(7’,¢), au moyen de 


; 2, 
u(o)= sah u(r, 9) do, 
av J, eee 


u(o) désignant la valeur au centre. 


Pégalité 


Nous aurons encore besoin d’avoir une limite de l’expression 
|u(7,¢)— u(o) |. 


On peut trouver diverses limites de expression précédente. La 


(*) On pourrait traiter bien plus simplement la question précédente, comme 
l’a fait remarquer M. Jules Riemann dans sa Thése déja citée (p. 44). Si nous 
désignons par (a;,@/) un point situé 4l’intérieur du contour C;(¢=1,2,..., p), 
la fonction harmonique 
= Abe Gee 
Ui ee arc lang 

od 4 


G— aj 


jouil évidemment de la propriété cherchee, et, par suite, la diflérence w— U 
n’aura plus de périodes. Le probleme se raméne donc au cas ot tous les hj; sont 
nuls, c’est-a-dire au probléme de Dirichlet sous sa forme classique. Nous ayons 
du cependant exposer la méthode qu’on a lue dans le texte, car nous nous trou- 
verons bient6t dans des circonstances ol. nous ne pourrons pas faire usage de la 
remarque qui précéde et ou nous deyrons recourir au procédé alterné. 
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suivante, quoique peu approchée, nous suffira : c’est celle que 
nous avons donnée (p. 17). Ona 


/ 

4 Rr 
u(r,e)— u(o)|< —_— r<R 

| ( 2) ( )I (R—r)2° ( ~ ); 

en désignant par g la valeur absolue maxima de la fonction sur la 


circonférence de rayon R. 


II. — Existence des fonctions harmoniques sur une surface 
de Riemann ouverte. 


6. Nous allons d’abord considérer une surface de Riemann ou- 
verte : yoici ce que nous entendons par la. On tracera sur un des 
feuillets une courbe fermée y qu’on prendra généralement trés 
petite. La surface de Riemann ouverte est la surface dont on a en- 
levé l’aire limitée par y; on peut dire de la surface ouverte qu’elle 
a un bord y. 

Nous tracons sur la surface de Riemann les rétrosections 
(Cy, Dy). Ces rétrosections limitent avec y une aire T. Nous 
allons d’abord nous proposer de trouver une fonction harmo- 
nique bien déterminée et continue sur T, et prenant sur ¥y et 
les deux bords des rétrosections des valeurs données. 

Il importe de prévenir tout de suite une premiére difficulté 
relative aux points de ramification. Désignons par s la variable 
complexe sur la surface de Riemann, et soit a un point de ramifi- 
cation. En posant 

s—a= 2, 
nous transformons le voisinage du point de ramification a sur la 
surface de Riemann dans Je voisinage du point s’=o0 sur le plan 
simple s'[nous avons déja fait, d’ailleurs (p. 383), cette transfor- 
mation]. En posant 


s=2+ly et s= 2+ ty’, 
l’équation 
Ou Ozu 
-+ —- =0 
0z2 dy? 
se transforme en 
eu Cu 
= ig — O 
dv? oy’? : 


P. — II. 30 
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et nous sommes ramené alors 4 une aire située sur un plan 
simple ('). 

Quant au point 4 linfini sur chacun des feuillets, on fera pour 
eux la transformation habituelle 


et il n’y a de ce cété aucune difficulté. 


Revenons au probléme proposé. Nous pouvons considérer 
aire T comme limitée par p +1 contours, a savoir y et les p ré- 
trosections (C, D). D’aprés le § 4, on sait résoudre le probléme 
de Dirichlet pour une telle aire quand on peut le résoudre pour 
cette aire rendue simplement connexe par p coupures; on pren- 
dra ici pour ces coupures des lignes, ne se coupant pas, Joignant 
un point de chaque rétrosection a un point de y (celui-ci joue 
icile réle de contour extérieur C du § 4, et tous les / sont nuls) (*). 
Or, pour l’aire simplement connexe que nous venons de définir, 
il n’y a aucune difficulté. On décomposera, comme dans la 
méthode de Schwarz pour la solution du probléme ordinaire 
de Dirichlet (p. 289), l’aire en un nombre limité d’aires par- 
uelles empiétant les unes sur les autres de maniére 4 pouvoir ap- 
pliquer le procédé alterné. Cette décomposition est indispensable, 
a cause des points de ramification; on s’arrangera de maniére 
qu’un certain nombre des aires partielles contiennent chacune un 
point de ramification, et l’on pourra les supposer assez petites 
pour faire la transformation indiquée plus haut. 


7. Abordons maintenant le probléme fondamental. Nous you- 
lons former une fonction harmonique bien déterminée et conti- 
nue dans laire T, prenant sur y des valeurs données et ad- 


(*) Il faut remarquer seulement que la fonction wu continue, ainsi que ses dé- 
rivées dans le plan simple (z’, y’) autour de 2 = y'= 0, n’aura pas ses dérivées 
continues pour le point d’affixe @ quand on revyiendra a la surface de Riemann. 

Pat EU: : anor 
Les dérivées = et ae deviendront, en général, infinies de l’ordre de rr en dé- 
= 
signant par r la distance de (xv, y) au point d’affixe a. 

(?) C’est pour ce point du raisonnement qu’il est indispensable que la surface 

soit ouverte. 
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mettant les périodicités cy, et dy, relativement a Cy, et Dy 
(h=1,2,.-.,p). Nous entendons par la qu’aprés avoir marqué 
sur les rétrosections C et D un bord positif et un bord négatif 
(conformément, par exemple, aux conventions faites au § 12 du 
Chapitre XIV), le prolongement analytique de la fonction, consi- 
dérée du cété négatif d’une coupure Cy, coincidera avec la fonc- 
tion, considérée du cdté positif, a — c, prés, ce que nous exprimons, 
comme plus haut (§ 2), par 


u-= UF — Ch, 


et pareillement pour toutes les autres parties des rétrosections. 
Donnons d’abord la solution, dans lhypothése ot p =1. Sui- 
vant notre habitude, faisons dans l’espace le schéma de la surface 
de Riemann correspondante : ce sera un tore, sur lequel nous tra- 
cons un paralléle C et un méridien D (/ig. 56), et nous désigne- 


rons parc et d les périodes qui doivent leur correspondre; figu- 
rons aussi la courbe y rendant la surface ouverte. 

Nous allons, en premier lieu, former une fonction harmonique 
prenant sur les deux bords de C des valeurs données, ainsi que 
sur y, et admettant la périodicité d par rapport a D. Pour éviter 
toute difficulté relative aux points (géométriquement confondus) m 
et n des deux cétés de C, nous supposerons que les valeurs don- 
nées sur les deux bords de C aient aussi d pour période ('). Pour 
résoudre ce premier probléme, tracons une coupure auxiliaire D’ 
et raisonnons absolument comme au § 4, en partant d'une fonc- 
tion harmonique prenant sur les deux bords de Cet sur y les ya- 
leurs données, et sur les deux bords de D des valeurs arbitraires 


(*) Voir la Note au § 2. 
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_ 


d'un cdté et les mémes valeurs augmentées de A de l’autre cédté 
(D et D’ remplacent les coupures mn et pg du paragraphe cité). 
La fonction uw, prend certaines valeurs sur D’+; nous formons 
alors une fonction », égale a uw, sur D'* ainsi que sur les portions 
des deux bords de C comprises entre D’+ et D~ et enfin sur y, 
tandis qu’elle est égale 4 w, —dsur D’~, et sur les portions de C com- 
prises entre D* et D’~. On formera de la sorte une suite indéfinie 
de fonctions wu, °, et la limite des fonctions uw résout le probléme 
posé; il me parait inutile @insister, lanalogie étant complete avec 
le cas traité au § A. 

Ce premier probléme résolu, nous considérons maintenant, 
outre CG et D, un second paralléle C’ ( fig. 57). Ce sont mainte- 


Seed ee 
Fig. 55. 


nant C et C’ qui vont jouer le rdle de mn et de pq, et toutes les 
fonctions harmoniques que lon va considérer auront la périodi- 
cité d par rapport a D et prendront les valeurs données sur y. On 
partira d'une fonction uw, prenant des valeurs arbitraires sur C~ 
(sauf la périodicité d@ correspondant au passage par D) et les 
mémes valeurs augmentées de c¢ sur C+; cette fonction prendra 
sur C’* certaines yaleurs. On formera la fonction ¢,, prenant ces 
valeurs sur C’+ et les mémes valeurs diminuées de c sur C’-, et 
l'on continuera ainsi indéfiniment, dirigeant toujours opérations 
et raisonnements comme au § 4. La limite des w sera la fonction 
cherchée; elle prendra sur y les valeurs données, sera continue 
sur toute la surface de Riemann, et admettra les périodicités 
données c et d relativement a Cet aD. 


8. Aprés avoir traité le cas de p=1, il n’y a aucune diffi- 
culté a traiter le cas général. La marche est la méme que pour 
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passer d’une aire limitée par deux contours a une aire limitée par 
p-+1 contours. Soient, par exemple, p = 2 et les deux rétrosec- 
tions (Cy, D,), (C,, Dy) et le contour y. En nous donnant des 
valeurs sur les deux bords de C, et D, ainsi que sur y, nous pou- 
vons d’abord, d’aprés ce qui précéde, déterminer une fonction 
harmonique prenant sur C, et D, ainsi que sur y les valeurs don- 
nées, et ayant les périodicités cy et d», relativement a C, et D,. 
N’employant alors comme fonctions approchées wu et ¢ que des 
fonctions ayant cette périodicité, nous obtiendrons, par un nouvel 
emploi du procédé alterné, relativement a C, et Dy, la fonction 
cherchée. 

Le raisonnement est général, et nous avons ainsi complétement 
résolu le probleme proposé pour une surface ouverte. Nous avons 
formé une fonction harmonique continue sur la surface de Rie- 
mann limitée par y et les p rétrosections (C,D); cette fonetion 
prend sur y des valeurs données et admet des périodicités 
données relativement aux Cet D. 


III. — Existence des fonctions harmoniques sur la surface 
de Riemann fermée. 


9. Le probléme que nous venons de traiter dans la Section 
précédente n’est qu'un probléme préliminaire. Nous avons main- 
tenant a étudier le cas de la surface fermée, et nous cherche- 
rons d’abord 4 démontrer l’existence d’une fonction harmonique 
bien déterminée et continue sur la surface de Riemann consi- 
dérée avec les rétrosections C et D, et ayant des périodicités 
données c, et d, correspondant aux 2p coupures Cy, et Dz 
(h=1,2,..-,p). Nous entendons toujours de la méme maniére 
le mot périodicité. Nous répétons que la fonction pourra étre 
prolongée analytiquement au dela des C et D, et cela de telle ma- 
niére qu’en désignant par u* et w~ la valeur de la fonction a 
droite et 4 gauche dans le yoisinage d’une coupure, soit Cy, on 
ait, comme prolongement analytique de wt, 


u-+ Ch, 


et de méme pour toutes les autres coupures. Dans ces conditions, 
la fonction uw, qui reste toujours finie, aura sur la surface de Rie- 
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mann, débarrassée des rétrosections, une infinité de détermina- 
tions qui rentreront dans le type 
h=p 
u +» (mp cn + rp dp), 
A= 


les mj et my élant des entiers positifs ou négatifs, et wv désignant 
une de ses déterminations. 


10. Nous allons encore employer le procédé alterné, mais dans 
des conditions différentes de celles ot. nous avons employé jus- 
qwici ('), Prenons sur un des feuillets deux cercles concentri- 
ques T et y de rayon R et r. Nous allons former une succession 
de fonctions harmoniques wv et ¢. Les fonctions ¢ seront définies 
et bien déterminées sur la portion de la surface de Riemann, mu- 
nie des rétrosections C et D, extérieure a y, et elles admettront 
les périodicités données a ces rétrosections; quant aux fone- 
tions u, elles seront déterminées a lintérieur du cercle I. 

Ceci posé, donnons sur Tune succession de valeurs arbi- 
traires. Nous formerons une fonction uw, prenant ces valeurs sur T; 
cette fonction prendra certaines valeurs sur y. On formera une 
fonction ¢, prenant les mémes valeurs que uw, sur y (nous savons, 
apres la Section précédente, former une telle fonction), Nous 
considérerons ensuite la fonction wy, prenant sur T les mémes 
valeurs que ¢,, et ton continuera ainsi indéfiniment. Nous avons 
done deux suites de fonctions 

i r 
\ 1 Myy), “Ug Ak eet Fens See 


a "1, 9, eeey On, 


Si Pon admet que wv, et ey ont des limites wv et ¢, il est clair que 
ces deux fonctions coincident dans la couronne annulaire com- 
prise entre y et I’, puisqu’on a 


ty = Pn—y (sur [), 
Un = Pp (sur ¥), 


(') Les passages des Mémoires de M. Schwarz, qui se rapportent a la question 
qui nous oceupe actuellement, sont aux pages 168, 189 et 306 du tome II ( Ge- 
sammelte mathematische Abhandlungen, von I.-A. Scuwanz). 
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dou résulte légalité u =v surT et sur y el, par suite, dans l’aire 
limitée par ces deux courbes. Ainsi, la fonction » pourra se pro- 
longer analytiquement a l’intérieur du cercle y, et ce prolonge- 
ment analytique n’aura aucune singularité 4 V’intérieur de ce 
cercle. Nous obtenons donc bien la fonction cherchée. 


11. Nous avons 4 démontrer que uw, et ¢, ont des limites. La 
démonstration sera moins simple que dans les cas analogues ren- 
contrés jusqu’ici, et nous devons d’abord faire plusieurs remar- 
ques. Montrons, en premier lieu, que les moyennes des valeurs 
de toutes Jes fonctions uy et %, sur les circonférences y et I’ sont 
les mémes. Il est d’abord bien clair que les valeurs moyennes de 
wu, sur T et de ¢, sur y sont les mémes, puisque uw, =, sur y. 
Prenons alors une circonférence G de rayon ¢ comprise entre T 
et y, et considérons la fonction », a l’extérieur de G; si nous tra- 
cons le contour K sur la surface de Riemann, nous aurons, par 
la formule de Green, 


f Ga+f Gamo. 
x an Ps dn 


Or la premiére intégrale est nulle ; les éléments s’y détruisent, 
en effet, deux 4 deux, puisque les dérivées de », ont une périodi- 
cité nulle relativement aux rétrosections. Il reste done 


Ceri * 
et, par suite, l’intégrale 


27 
[ v1(9, 9) de 


~0 


est indépendante de op. Ceci veut bien dire que la valeur moyenne 
de la fonction » sur la circonférence y est égale a celle de wy sur 


la circonférence I. 
Or déja la moyenne de », sur y est, comme nous l’avons dit, 
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égale a celle de u, sur T; on a done bien 


27 27 
[ wiR,e)dg= f u(R, 9) de, 
i) ~ AY 
el ainsi de suite. Tous les w ont méme moyenne sur TI et ont, par 
suite, méme valeur au centre O de cette circonférence. 
Considérons, en second lieu, deux fonctions harmoniques U et V 
continues dans T et prenant dans cette circonférence des valeurs 
ayant méme moyenne. II en résulte évidemment que ces fone- 
tions ont méme valeur au centre; ceci va nous permettre de trou- 


ver une limite de |U,— V,| pour un point A quelconque du 
cercle y. Reportons-nous a l’inégalité rappelée au § 5 de ce Cha- 
pitre. Appliquons-la a la fonction U — V qui est nulle au centre. 
En appelant M le maximum de |U — V| sur la circonférence T, 


on aura 


,Rr 
i, ate Palisa | 
i= i C= 
Or supposons _ assez petit pour que l’on ait 
Te 
(Rory 2! 


qg étant un nombre fixe inférieur a l’unité. Dans ces conditions, 
Vinégalité précédente pourra s’écrire 
| U,s— Val< gM, 


: 


inégalité fondamentale entre les maxima de |U — V| sur les cir- 
conférences I et y; elle suppose essentiellement que les valeurs 
moyennes de U et V surT soient les mémes. 


12. Nous pcuvons aborder maintenant la démonstration de 
l’existence de la limite pour up et ¢,. Grace aux remarques pré- 
cédentes, nous nous trouyons dans les mémes conditions que pré- 
cédemment. Ona 


U3 — Ug = Pg— Py (sur T). 
Or la fonction ¢, — °, est une fonction bien déterminée a l’ex- 
térieur de y, sans périodicité (la périodicité des ¢ disparaissant 
dans la soustraction); le maximum de |¢2; — 9, | sur T est done au 
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plus égal au maximum de | ¢, — ¢, | sur y, mais 


V5 — 04 = Ug — Wy (sur y). 


Le maximum de |, — ¢, | sur y est done moindre que le pro- 
duit par g du maximum de | uw. — u,| sur I’. En combinant ces 
résultats, nous avons 


maximum de | w; — uw, |< g.maximum de | uz — uv; | (sur T). 


L’existence d’une limite vers laquelle converge uniformément wv, 
sur T est alors évidente, et l’existence des limites wu et ¢ est éta- 
blie. Le probleme posé au § 9 est done complétement résolu. 

La fonction trouvée prend au point O, centre del, une valeur 
égale 4 la moyenne des valeurs initiales données au début sur I. 
La valeur de Ja fonction cherchée en O et les périodicités la dé- 
terminent d’ailleurs nécessairement d’une maniére unique; car, 
dans le cas contraire, la diflérence de deux telles fonctions serait 
nulle en O et n’aurait pas de périodicité. Or nous savons qu’une 
fonction harmonique uniforme et continue sur la surface de Rie- 
mann tout entiére se réduit nécessairement a une constante 
(Chap. XIII, § 27). 

Appelons fonction harmonique de premiére espéce une fonc- 
tion harmonique de la nature de celle que nous yenons d’étudier, 
continue sur la surface de Riemann. II existe 2p fonctions har- 
moniques de premiére espéce linéairement indépendantes. On 
peut, en effet, se donner arbitrairement les 2p périodes de ces 
fonctions, et il est clair qu’entre 2p fonctions a périodes arbitraires 
ne peut exister de relation linéaire a coefficients constants. Réci- 
proquement, toute autre fonction harmonique de premicére espéce 
sera une combinaison linéaire de ces 2p fonctions; il suffit de 
choisir les coefficients de maniére que la combinaison ait les 
mémes périodes que la fonction proposée. 


13. Il est facile de traiter le cas ot la fonction harmonique 
aurait une singularité de la nature suivante : 

Proposons-nous de rechercher une fonction harmonique admet- 
tant des périodicités données et continue sur la surface, sauf au 
point O, dans le yoisinage duquel elle sera de la forme (le point O 
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ay 
Vy 


élant pris pour origine des coordonnées polaires r et 4), 


U étant continue en O, et nécessairement harmonique (comme 
Sa 
eS | ; 


On va suivre la méme marche que précédemment. La seule 
difference sera que les fonctions w,, ..., Un, au lieu d’étre cont- 


: ata cos0 
nues dans le cercle [, deviendront infinies en O comme ——- On 


formera donc une premiére fonction u,, prenant des valeurs don- 
nées sur T et continue dans T’, sauf au point O ou elle devient 


4 Poe cos x ¢ “ 
infinie comme Sah elle s’obtiendra tout de suite en posant 


cosh 
uy = —+U; 
x 


et en déterminant la fonction U, continue dans le cercle [ tout 


cos 


entier, et prenant sur sa circonférence les valeurs uw,— R 


Nous formerons donc de la méme maniére nos deux suites 


Wy. Bas Loxssl., nse 


Oise Cay oe sen es ene 


Toutes les inégalités fondamentales subsistent, et les valeurs 
moy :nnes des fonctions sur y et sur T sont toutes égales a la va- 


leis moyenne de la fonction initiale w, sur T, puisque la valeur 
cos 0 


moyenne de est évidemment nulle. 


Nous pouvons done former une fonction harmonique deve- 
nant infinie en O comme 
cos§ 
— 


(au sens indiqué plus haut) e¢ admettant des périodicités don- 
nées. Cette fonction sera déterminée & une constante prés variant 
avec la moyenne des valeurs initiales sur la circonférence I’. Nous 
la dirons une fonction harmonique de seconde espéce. 
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IV. — Des fonctions de la variable complexe sur la surface 
de Riemann. 


14. Nous pouvons aborder maintenant |’étude des fonctions 
d’une variable complexe sur une surface de Riemann. A chaque 


solution w de l’équation 
Au=o0 


correspond, en effet, une fonction ¢ déterminée par la formule 


(p. 6) 


el w+ tv est une fonction analytique de x + cy. 


A chaque fonction harmonique u de premiére espéce va corres- 
pondre une fonction ¢ qui sera aussi de premiére espéce. Pour 
sen assurer, il n’y a qu’a examiner les cas ott (2, y) est en un 
point de ramification ou a Vinfini. Dans le premier cas, nous 


: : - 7) Du 
avons dit (voir la note de la p. 466) que et “ sont de l’ordre 
Ox oy 


I ae ? P be ae 
de —=, r désignant la distance de (x,y) au point de ramification : 
vr 
v reste done finie. Si le point (2, v) est a Vinfini sur un des 
1 


feuillets, on fera le changement de variable 2’ + cy’ = SE 
uw deyient une fonction de (2’, y’) réguliére a Vorigine, et la for- 


mule 


montre que ¢ est finie pour x’ = y! =o. 


Soient done deux fonctions harmoniques associées wu et ¢ de 
premiére espéce; elles seront linéairement indépendantes. Si lon 
avait, en eflet, une relation, a coefficients constants a, b, c, de la 


forme 
au-+ bvy=ce, 


a et b n’étant pas nuls tous deux, on en déduirait 
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ce qui est impossible a cause des relations 


Ou dv Ou ov 
dx oy’ oy ov 

15. Partons d’une premiére fonction wu, de premiére espéce, et 
soit @, la fonction associée. J’enyisage une fonction harmonique wy 
qui ne soit pas une combinaison linéaire de w, et ¢,. Soit y l’as- 
sociée de w,; montrons que les quatre fonctions 


ters ua, less 


sont linéairement indépendantes. Dans lhypothése contraire, on 
aurait une combinaison 


(1) A, Uy +0140; + AU + bah 


qui se réduirail 4 une constante. Or cette expression est la partie 
réelle de la fonction analytique 


(a — thy) ( Uy + 11) + (aa — thy) (Uy + IP2). 
Il s’ensuit que la combinaison 
(2) —.b, Uy + ayy — bg + Ago 
se réduit aussi a une constante. On en conclut que 
(a, a — by by) uy + (by a2 — ay bg) 0, + (a3 + 53) Uy 


est constant, et comme ay et by ne peuvent étre nuls a la fois 
(puisque autrement uw, et ¢, ne seraient pas indépendants), il en 
résulterait que wy est une combinaison linéaire de uw, et ,, ce qui 
est contre notre hypothése. 

On continuera de la méme maniére, en prenant une fonction uw; 
qui ne soit pas une combinaison linéaire de wy, 4, U2, 2; en ad- 
joignant a ws son associée ¢3, on aura siz fonctions linéairement 
indépendantes. La démonstration se poursuit de proche en proche, 
et nous arriverons finalement a 2p fonctions harmoniques de 
premiere espéce 


Uy, V1, Ug, Ve, eee, Up, Vp, 


deux a deux associées et linéairement indépendantes. Elles 
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forment un systéme de 2p fonctions harmoniques de premiére 
espéce, avec lesquelles on peut former toutes les autres. 


16. Portons maintenant notre attention sur les p fonctions 
analytiques de x+ty =z, 


(3) Up t+ UP, Ug+ Ug, ..., UptUPp. 


On peut les appeler des fonctions analytiques de premiére 
espéce de la variable complexe z sur la surface de Riemann. 
Ces p fonctions sont linéairement indépendantes, car autrement 
les w et ¢ ne le seraient pas; elles sont continues sur toute la sur- 
face et admettent certaines périodicités au sens déja tant de fois 
indiqué. D’autre part, il n’existe pas sur la surface de Riemann 
de fonction de sz, uniforme et continue dans le voisinage de 
chaque point et admettant des périodicités, qui ne se réduise a 
une combinaison linéaire de ces fonctions. 

On peut répéter, sans y rien changer, a propos des fonc- 
tions (3), tout ce que nous avons dit des périodes des intégrales 
de premiére espéce (Chap. XIV). L’inégalité fondamentale pro- 
venant de la formule de Green peut, en effet, étre appliquée 
ici. On pourra notamment, avec les fonctions (3), former un sys- 
t¢éme de fonctions normales. 


17. Passons aux fonctions analytiques de seconde espéce. 
Nous partirons pour cela d’une fonction harmonique de seconde 
espéce (§ 13) devenant infinie en un point O, pris un moment 
pour origine des coordonnées, comme 


cos§ 
7 — 
A 


: , ; I é 
qui est la partie réelle de —, en posant 3 = re’, 


La fonction associée » deviendra infinie comme 


et, par suile, w+ ce se mettra dans le yoisinage de s = 0, sous 
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la forme 


aa 5 


ty | = 


P étant holomorphe. Donec z= o est un pdle simple de u + iv, 
le résidu étant wn. 

Nous formons done ainsi une fonction uw + iy de z ayant pour 
pole le point O avec un pour résidu; cette fonction est continue 
pour tout autre point et elle admet des périodicités relativement 
aux rétrosections de la surface de Riemann. 

Parmi les fonctions analytiques de seconde espéce, il en est de 
particuliérement remarquables : ce sont celles qui n’ont pas de 
périodes. On peut obtenir une telle fonction en partant d’un 
nombre suffisant 4 de fonctions de seconde espéce 


Hi aitiow ciel s 
avec les poles simples respecufs O,, Og, ..., Ox. 
Formons la combinaison linéaire 
A,;H, + A,H,+...+ AzHy. 


Si & est supérieur a 2p, on pourra certainement annuler toutes 
les périodes, sans que les A soient tous nuls. La fonction ainsi 
obtenue ne se réduira d’ailleurs certainement pas 4 une constante, 
puisque, tous les A n’étant pas nuls, la fonction admet au 
moins un pole. Nous aurons ainsi une fonction analytique U 
uniforme sur toute la surface de Riemann et n’ayant que des 


poles. 


18. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théo- 
réme fondamental de ce Chapitre : 


A une surface de Riemann arbitrairement donnée corres- 
pond une classe de courbes algébriques. 


A cet effet, cherchons d’abord quelle sera la nature de la 
fonction U du paragraphe précédent. Si lon considére le plan 
simple sur lequel sont placés les feuillets, nous voyons qua 
chaque valeur de l’affixe s sur ce plan correspondent m valeurs 
de la fonction U, a savoir les valeurs de la fonction U aux m 
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points de la surface de Riemann qui correspondent A la méme 
valeur de s. Il est essentiel de remarquer que nous pouvyons choi- 
sir U de telle maniére que ces m valeurs soient distinctes pour 
une valeur arbitraire de s. En effet, les & pdles de U sont arbi- 
traires (A étant suffisamment grand). L’équation U = a done k 
racines qui sont & points arbitrairement choisis de la surface de 
Riemann et qu’on peut, par suite, supposer ne pas correspondre 
a la méme valeur de zs. L’équation U = A, qui a aussi & racines 
variant avec A, d’une maniére continue (Chap, XV, § 1) n’aura 
done pas, en général, de racines correspondant a des points de la 
surface de Riemann ayant méme ¢ : ceci ne pourrait arriver que 
pour des valeurs particuliéres de A. Il en résulte que, s étant ar- 
bitraire, les m valeurs de U aux m points de la surface de Rie- 
mann, correspondant a cette valeur de z, sont distinctes. 

Ceci posé, cherchons quelle sera la nature de U considérée 
comme fonction de =z sur le plan simple P. Cette fonction a m va- 
leurs en chaque point; d’autre part, elle n’a que des poles et des 
points critiques algébriques (correspondant aux points de rami- 
fication) : elle est donc une fonction algébrique de z, et l’on a 


(4) J(U, s) =0, 


f étant un polyndme de degré m en U. A une valeur arbitraire 
de z correspondent, avons-nous dit, m valeurs distinctes de U. La 
relation précédente est irréductible, puisque les m valeurs peu- 
vent s’échanger en passant d’un feuillet a l’autre de la surface de 
Riemann. 

Nous pouvons done regarder la courbe algébrique (4) 
comme correspondant a la surface a m feuillets donnée; a 
un point arbitraire de cette derniére correspond un seul point 
(U, z) de la courbe, et inversement, a un point arbitraire de la 
courbe correspond un seul point de la surface de Riemann. Nous 
avons done atteint, dans cette question des existences, le but es- 
sentiel de notre recherche, qui était de montrer qua une sur- 
face donnée de Riemann on peut faire correspondre une, 
relation algébrique. A \a fonction U on peut évidemment sub- 
stituer une fonction rationnelle quelconque de U et z, soit 


V=R(U, 2). 
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Sauf pour des formes particuliéres de R, la fonction V aura 
m valeurs différentes pour une valeur arbitraire de s. La fone- 
tion V a les mémes points de ramification que la fonction U; elle 
est ramifiée comme U, suivant l’expression de Riemann. Inverse- 
ment d’ailleurs, V pourra se mettre sous la forme d’une fonction 
rationnelle de U et de z. On peut done dire qu'il y a une classe 
de fonctions algébriques, ramifiées de la méme maniére, corres- 
pondant a une surface arbitrairement donnée de Riemann. 

J’ajoute encore que deux surfaces de Riemann, S et S,, seront 
dites se correspondre point par point quand les deux relations 


algébriques 
(S) TOUR a) SA; 
(S1) Fil Us5 41) 0, 


qu’on peut associer a chacune d’elles auront entre elles une cor- 
respondance birationnelle. Nous dirons aussi que les surfaces qui 
se correspondent ainsi point par point forment une classe de sur- 
faces. 


19. La relation (4) est de degré m en U; quant a son degré 
en z, il est égal a A, puisqu’a une valeur arbitraire de U corres- 
pondent & valeurs de z. Nous avons donc une relation 


mk 
J(U,z) =09, 
de degré m en U et de degré & en z. Riemann, comme nous 
Vavons déja dit (p. 366), suppose, dans sa théorie des fonctions 
algébriques, que les degrés du polynéme / ne sont pas les mémes 
en U et zs. Cette forme plus générale améne bien peu de modifi- 
cations avec les hypothéses que nous avons faites dans les Chapi- 
tres précédents. Il n’est pas inutile, cependant, d’en dire un mol. 
En désignant toujours par s le nombre des points de ramification 
de la fonction U de z, ot l’on suppose encore que deux racines 
seulement se permutent, on aura nécessairement, comme précé- 
demment, 
w= 2(m+p—1), 

relation purement géométrique. On admet, comme cela a lieu 
dans |’exemple qui nous occupe ici, que les points a l’infini sur 
chaque feuillet ne sont pas des points de ramification. L’élimina- 
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lion de U entre les équations 


conduit a une équation A = 0, de degré 
2(m—1)k 


en 3, puisque le discriminant d’une équation de degré m est du 
degré 2(m—1) par rapport aux coefficients de cette équation, et 
que ces coefficients sont ici de degré k en s. 

L’équaion A = 0 admettra, comme racines simples, les ¢ points 
de ramification; mais elle admettra aussi d’autres racines corres- 
pondant aux points multiples de la courbe qui ne sont pas, par 
hypothése, des points de ramification. Ces derniéres racines seront 
d’un degré pair de multiplicité; ainsi, par exemple, un point mul- 
uple d’ordre z (a tangentes distinctes), donne, pour A = 0, une ra- 
cine d’ordre «(i —1). En désignant done par 27 le nombre des ra- 
cines de A ne proyenant pas des points de ramification, on aura 


w+ar=2(m—r1)k. 


20. Je termine par une remarque générale relative aux surfaces 
de Riemann. Quand nous avons étudié ces surfaces au Cha- 
pitre XIII, nous avons pu supposer, conformément au théoréme 
de Liiroth, que les m feuillets de la surface étaient liés 4 la ma- 
niére d’une chaine, le premier feuillet étant seulement lié aa se- 
cond, le second au troisiéme, et ainsi de suite. Nous sommes. 
dans ces conditions, arrivé ala formule générale (voir, en particu- 
lier, le § 19 du Chapitre XIII) 


w= 2(m + p—1). 


Dans les théorémes d’existence que nous yenons d’établir, nous 
n’avons besoin de faire aucune hypothése particuliére sur la sur- 
face. Les points de ramification étant seulement toujours supposés 
simples, les feuillets peuvent étre réunis les uns aux autres d’une 
maniére quelconque par des lignes de croisement. Quelle est 
alors, dans ce cas, la signification du nombre p? Nous pouvons y 
arriver de suite en recourant 4 la relation algébrique 


J(U, z)=0, 


qui correspond uniformément a la surface. En raisonnant sur la 
P. — II. 31 
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fonction U comme nous l’ayons fait pour établir le théoréme de 
Liiroth, on pourra transformer la surface de Riemann en une 
autre ott les feuillets seront liés 4 la maniére d’une chaine, ce qui 
revient a joindre autrement les points de ramification pour former 
les lignes de croisement. Dans cette transformation, le nombre 
des points de ramification ne change pas, et nous avons toujours 
la méme formule pour le nombre p, c’est-a-dire pour le nombre 
des trous de la surface dilatée dans l’espace. 


V. — Modules d’une classe de courbes algébriques. 


21. Une des applications les plus intéressantes du théoréme 
général d’existence des fonctions algébriques correspondant a 
une surface de Riemann est la recherche du nombre des modules 
des fonctions algébriques d’un genre donné p. 

Commencons par une remarque préliminaire. Si l’on se donne 


dans le plan de la variable z les 
w= 2(m + p —1) 


points de ramification d’une surface de Riemann a m feuillets, on 
peut se demander quel sera le nombre des surfaces, ayant ce 
nombre de feuillets, qu’il sera possible de former. Nous voulons 
seulement faire observer que ce nombre sera fini; la recherche de 
ce nombre sera une question de Géométrie de situation et d’Ana- 
lyse combinatoire. La fonction qui le représente est sans doute 
une fonction compliquée de m et de p. M. Hurwitz, qui s’est oc- 
cupé avec succés de cette recherche, l’a déterminée pour les ya- 
leurs les plus simples de m ('); nous renverrons 4 son Mémoire. 
Il nous suffit de savoir que ce nombre est fini. 


22. Nous youlons chercher de combien de paramétres arbi- 
traires dépend essentiellement une classe de surfaces de Riemann 
d’un genre donné p. Par le mot essentiellement, nous entendons 
que toutes les surfaces de cette classe pourront étre ramenées 
a lune d’elles, qui se trouvera définie par certaines valeurs de ces 
paramétres, et qu’inversement a des valeurs arbitrairement don- 
nées de ces paramétres correspondra seulement une classe ou un 


(*) Hurwitz, Mathematische Annalen, Bd. 39. 
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nombre limité de classes de surfaces. Ces paramétres ont été appe- 
lés par Riemann les modules. Ils jouissent évidemment d’un ca- 
ractére d’invariance relativement aux transformations uniformes. 

Nous ferons connaitre successivement les deux méthodes em- 
ployées par Riemann ('). Voici, en précisant seulement quelques 
détails, la premiére de ces méthodes. 

Tout d’abord, étant donnée une surface de Riemann (uw, =<), 
nous pouyons la transformer en une autre qui lui corresponde 
point par point, et ot le nombre p des feuillets soit supérieur a 
2p —2; ceci est évident, puisqu’on peut prendre p arbitraire- 
ment (pourvu quwil soit supérieur ap +1) en prenant pour nouvelle 
variable une fonction rationnelle de wu ets ayant uv. poles (p. 430). 

Nous supposons done que les surfaces de Riemann de genre p, 
dont nous youlons étudier ensemble, ont » feuillets; » va rester 
fixe et est d’ailleurs un nombre quelconque supérieur a 2p — 2 
(on yerra dans un moment pourquoi nous faisons cette derniére 
hypothése). 

le nombre des points de ramification de notre surface sera 
alors 

P=2(u+p—!). 

Nous pouvons nous donner arbitrairement ces points de ramifi- 
cation; done, le nombre des surfaces étant fini pour des positions 
données de ces points, nous pouyons dire que nous avons une 


surface dépendant de 
24+2p—2 


constantes arbitraires. Mais toutes ces surfaces ne sont pas dis- 
tinctes : je veux dire qu'il y ena parmi elles qui se correspondent 
point par point; en désignant par (wu, 5) un point de la surface, 
nous pouyons remplacer la variable 3 par une autre variable 

Sy Rie; 3); 


R étant une fonction rationnelle ayant p poles, de fagon que wu, 
considérée comme fonction de s,, soit une fonction a p. valeurs. 
De combien de constantes arbitraires dépendra R? D’abord ses 
uv. poles peuvent étre pris arbitrairement sur notre surface; en- 


(*) Voir, dans les OFuvres de Riemann, le § 12 de la Théorie des Fonctions 
abeliennes. 
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suite, d'aprés le théoréme de Riemann-Roch, elle contiendra 

p— p+ 
constantes arbitraires. Nous n’avons pas a nous préoccuper ici du 
nombre ¢, puisque nous avons supposé » > 2p — 2. Par suite, 
il y aura dans R 

2u.—p--I 
constantes arbitraires. On peut donc, en général, s’arranger de 
maniére que 2. — p--1 points de ramification aient des positions 
données que l’on regarderait comme numériques; il reste alors 


2u+2p—2—(24—p+1)=3p—3 


autres points de ramification arbitraires. Nous pouvons donc dire 
que notre classe de surfaces de Riemann de genre p dépend de 


3p—3 


constantes essentielles arbitraires; ce sont les modules de la 
surface. A chaque syst¢me de valeurs de ces modules correspon- 
dra seulement une classe ou un nombre limité de classes de 
courbes algébriques. 

On a admis, dans ce. qui précéde, qu’on pouvait choisir les 
2u.—p-—+t-1 constantes arbitraires figurant dans R, de maniére 
que, dans la surface transformée, 24. — p--1 points de ramifica- 
tion aient des positions données. Dans quel cas pourrait-il en 
étre autrement? Ceci ne pourra arriver que si une transformation 


a R(u, 2), 


ou restent des arbitraires, conduit a des surfaces ayant les 
mémes points de ramification. Or ces surfaces sont en nombre 
fini; il y en aura donc nécessairement parmi elles qui pourront se 
transformer uniformément en elle-méme a l’aide d’une transfor- 
mation dépendant de ces arbitraires. Réciproquement, d’ail- 
leurs, si la surface admet une telle transformation avec 9 para- 
métres arbitraires, le nombre des modules sera augmenté de 9; 
en effet, le nombre des constantes figurant dans la fonction R 
considérée plus haut devra étre diminué de 9, puisque, parmi les 
2m — p-—+-1 arbitraires entrant dans R, on peut considérer que p 
d’entre elles correspondent seulement a la transformation de la 
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2(u + p—t)—(2n—p+1— ep), 


ce qui conduit 4 3p —3 + 9 modules ('). Cette formule générale 
s’applique alors, méme aux cas de p=o et p=1. Quand p>1, 
on a 90, d’aprés le théoréme de Schwarz, ce qui donne les 
3p —3 modules de Riemann. Pour p=1, on a p=1, comme 
nous l’ayons dit (Chap. XV, § 10) en étudiant les transforma- 
tions en elles-mémes des courbes du genre un; il y a donc, dans 
ce cas, un seul module, comme nous le démontrerons d’ailleurs 
bien facilement d’une maniére directe en étudiant, dans le Cha- 
pitre suivant, les courbes de genre un. Enfin, pour p =o, nous 
avons vu (loc. cit.) que 9 = 3; il n’y a pas, dans ce cas, de mo- 
dule, résultat éyident @ prioré, puisque la surface de Riemann 
peut étre ramenée alors au plan simple de Cauchy. 


23. J’ai dit que Riemann avait donné une seconde méthode 
pour trouver le nombre des modules, Cette méthode est trop inté- 
ressante pour que nous la passions sous silence; elle va nous con- 
duire au premier exemple de représentation conforme d’une sur- 
face de Riemann sur un polygone, représentation qui, dans les 
travaux récents de M. Poincaré et de M. Klein, joue un réle si 
important. C’est au moyen d’une intégrale de premiére espéce que 
Riemann effectue cette représentation. Prenant une intégrale de 
premicre espéce, posons 


™Y O(a, y) dx 


Lae eae 

Quand le point (2, v) parcourt la surface sur laquelle on a 
tracé les coupures C et D, le point s décrit dans son plan un cer- 
tain polygone, se recouyrant partiellement lui-méme, et dont les 
cdtés (correspondant aux deux bords de chaque coupure) se cor- 
respondent deux a deux, de telle sorte qu’on passe du premier au 
second par l’addition d’une période a z. Ce polygone se recou- 
vrira partiellement lui-méme, puisque, en regardant « comme 


(*) M. Klein a, le premier, appelé l’attention sur cette formule. Voir le Cha- 
pitre III de son Ouvrage déja cité : Ueber Riemann’s Theorie der algebrais- 
chen Functionen. 
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fonction de 5, on a nécessairement pour cette variable 2p — 2 points 
de ramification qui correspondent aux 2p —» vacines de Péqua- 
tion (en dehors des points multiples ) 


(ae 96) tO. 


A chacune des p rétrosections correspond un parallélogramme 
curviligne. On peut done concevoir, a titre schématique, le poly- 
gone comme formé dep parallélogrammes distincts dont les plans 
seraient superposés, le passage de l'un a Vautre ayant lieu au 
moyen de lignes de croisement se terminant aux (2p — 2) points 
de ramification. Quant a la nature des cdtés du polygone, elle est 
évidemment indéterminée, comme les rétrosections elles-mémes, 
et l’on peut, si l’on veut, les supposer rectilignes. Inversement, si 
l'on a une telle surface polygonale, il résulte des théorémes d’exis- 
tence qu’on peut lui faire correspondre une classe de courbes al- 
gébriques. On peut, en effet, démontrer existence de fonctions 
harmoniques uniformes sur la surface polygonale multiple, qui 
prennent les mémes valeurs aux points correspondants de deux 
colés Opposés et qui se comportent comme les fonctions étudiées 
au § 7, la périodicité étant nulle. I suffit d’employer pour cela 
les mémes méthodes qui nous ont permis d’établir lexistence 
des fonctions uniformes sur une surface de Riemann; nous nous 
arréterons dans un moment sur le cas particulier le plus simple 
de p= 1. Ce point étant établi, voyons de combien de constantes 
dépend la surface polygonale. La position du point de rencontre 
une ligne C et d'une ligne D dans chaque rétrosection est ar- 
bitraire sur la surface; nous n’avons done pas a compter comme 
constantes arbitraires les paramétres définissant les positions d’un 
sommet de chaque parallélogramme. Les arbitraires, définissant 
réellement Vaire polygonale qui nous occupe, sont les 2p périodes 
et les positions des points de ramification, ce qui nous donne 


4p —2 


arbitraires. Mais Vintégrale de premiére espéce dont on est parti 
est arbitraire. On a 


Q(a, x) dx QO, (a, v) dx ; Op(a, vy) da . 
a = CG jpuses +...+—C ee. +- Uy . 
a Sy ‘ Sy i Jy AG 
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On peut choisir les constantes C de maniére que p des périodes 
aient des valeurs numériques données, et, si p >1, on peut, de 
plus, choisir C,,, de maniére qu’un des points de ramification ait 
une position donnée. Il reste done alors un nombre de constantes 
essentielles égal a 


ce sont les 3p — 3 modules. 


Quand p=1, il n’y a pas de points de ramification; on peut 
choisir la constante C, de maniére qu’une des périodes ait une 
valeur donnée. L’autre période sera le seul arbitraire restant. On 
aura, dans ce cas, ur module ('). 


24. Le point essentiel, dans la démonstration précédente, est 
le fait de Pexistence d’une classe de fonctions algébriques corres- 
pondant a la surface polygonale multiple. Il suffira d’examiner le 
cas de p=1; la question une fois traitée dans ce cas, on passera 
au cas général, comme on I’a fait pour tous les théorémes d’exis- 
tence, en raisonnant toujours de la méme maniére de proche en 
proche. 

Nous partirons done d’un parallélogramme ABCD (fig. 58), et 


nous youlons, en définitive, démontrer directement et a priori 
existence d’une classe de fonctions algébriques correspondant a 
ce parallélogramme. Nous avons pour cela 4 démontrer l’existence 
dune fonction harmonique de seconde espéce, devenant infinie en 


(*) On trouvera dans le § 14 du Mémoire de Brill et Néther (Math. Annal., 
t. VIL) une interprétation géométrique des modules regardés comme rapports 
anharmoniques. Si intéressantes que soient ces considérations, elles ne sont pas 
si rigoureuses que les méthodes s’appuyant sur les théorémes d’existence. 
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O (pris comme origine des coordonnées polaires 7 et 9), comme 
“ admettant, relativement 4 AB et CD, la périodicité h, et, 
relativement 4 AD et BC, la périodicité &; nous entendons par la 
que le prolongement analytique de la fonction au dela de DC est 
égal d la valeur de la fonction dans le yoisinage de AB, augmen- 
tée de la constante h, et pareillement avec la constante ’ pour 
les deux autres cdtés. L’analogie va étre compléte avec les mé- 
thodes employées dans la Section précédente. Nous formerons 
@abord une fonction harmonique prenant des valeurs arbitraire- 
ment données sur AD et BC (on suppose seulement que les va- 
leurs en D et A d’une part, en C et B d’autre part, différent de h), 
et ayant la périodicité h par rapport 4 AB et CD. A cet effet, on 
prendra A’B’ paralléle 4 AB, et C’D! paralléle 4 CD, de maniére 
que les deux parallélogrammes ABCD et A’B/C’D! soient identi- 
ques. Toutes les foncuons harmoniques qu'on va considérer de- 
viendront infinies en O de la maniére indiquée : les uw seront dé- 
finis dans ABCD et les » dans A’B’'C’D'. On part d’une premiére 
fonction wv, prenant sur AD et BC les valeurs données, prenant 
sur AB des valeurs arbitraires, et sur DC les mémes valeurs aug- 
mentées de h. La fonction wv, prendra certaines valeurs sur A’B’; 
nous formons une fonction ¢, prenant ces valeurs sur A’B’, les 
mémes valeurs augmentées de fA sur D/C’, sur A’D et B’C les 
mémes valeurs que w;, et sur DD! et CC’ les valeurs de wu, respec- 
tivement en AA’ et BB! augmentées de h. On formera ensuite wy, 
prenant sur DC les valeurs de ¢,, sur AB ces valeurs diminuées 
de h, et sur AD et BC les mémes valeurs que u,;. On continuera 
ainsi indéfiniment, formant deux suites de fonctions 


Wigs > ay hase Tea eee 


Vi, Va, eoey ny 


On démontrera, toujours par les mémes raisonnements, |’exis- 
tence d’une limite w pour les fonctions de la premiére ligne, et 
une limite ¢ pour celles de la seconde. Ona 


Un ==V0n (sur A’B’), 


Uns = 0p (sur DC), 


Tous les wet » prennent d’ailleurs les mémes valeurs sur A/D 
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et B/C. On a donc 


u=? 


dans le parallélogramme A‘B’CD. D’autre part, ¢, prend sur D/C’ 
les mémes valeurs que uw, sur A’B’, mais avec addition de la con- 
stante h; pareillement, up,, prend sur AB les mémes valeurs que 
v, sur DC, mais avec diminution de h. Il en résulte que les va- 
leurs de w sur le périmétre du parallélogramme ABA/B’, augmen- 
tées de h, seront égales aux valeurs de ¢ sur le périmétre du paral- 
lélogramme DCD’C’, Il est clair alors que le prolongement 
analytique de w au dela de DC, pour lequel on peut se seryir de 
la fonction 9, remplit bien les conditions requises. 

D’une fonction harmonique de seconde espéce, on passera a 
une fonction analytique de seconde espéce. L’analogie est main- 
tenant complete avec la démonstration de l’existence de la classe de 
fonctions algébriques correspondant A une surface de Riemann. 

On voit aussi que les considérations précédentes démontrent « 
priori Vexistence des fonctions doublement périodiques corres- 


pondant a un réseau donné de parallélogrammes. 


VI. — Des théorémes d’existence pour l’équation de Beltrami 
correspondant a4 une surface quelconque. 


25. Nous ayons déja indiqué (p. 8) comment M, Beltrami a 
généralisé [’équation de Laplace pour une surface quelconque. 
Voulant nous placer ici dans les circonstances les plus simples, 
quoique suffisamment générales, nous allons supposer que l’on 
considére une surface fermée sans lignes multiples, ayant un 
nombre fini de trous, et telle que, dans une région suffisamment 
petite tracée autour d’un point quelconque de la surface, on 
puisse représenter les coordonnées x, y, par des fonctions ana- 
/ytiques de deux paramétres p el g, ce que nous pouvons expri- 
mer en disant que la surface fermée est réguli¢rement analyuque. 
Un tore fournit un exemple simple correspondant au cas d’un 
seul trou. 

Nous avons défini (doc. cit.) ce que lon doit entendre par 
fonction complexe u +- iv d'un point mobile sur la surface. L’élé- 
ment d’are de celle-ci étant représenté par 


ds? = E dp?+-2F dp dq + Gdq?, 
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on a pour wet ¢ les deux équations 


/ = ou . ou 
ov As Op Tia og 
. op VEG — F2 
(a 
. Ou du 
are reap dq 


, Ou re Ou , Ou , du 
8) 0 o”g ; op 0 Op “dq 
( — — ‘% a ies = Se oO. 
op \ JEG—F? / 9 \ JEG—F: 


Il est important de remarquer que cette équation a un carac- 
lére invariant par rapport a ds?, c’est-d-dire que, si ’on prend a la 
place de p et g de nouvelles variables, la nouvelle équation se dé- 
duira du ds* transformé, comme la premiére se déduit du ds? 
primitif. Ceci résulte de la maniére méme dont l’équation a été 
obtenue. 


26. D’aprés nos hypothéses sur la nature analytique de la sur- 
face, on peut, dans le voisinage d’un point queleonque A de 
celle-ci, exprimer p et g par des fonctions analytiques de X et Y 
de maniére d ayoir la carte de la portion de surface voisine de A 
sur le plan (X,Y), cette carte étant faite avec conservalion des 
angles (voir le t. I, p. 452). On aura 


E dp?-+- 2F dp dq + Gdq? = 3( dX?-+- dY?). 


Si maintenant on considére uw et ¢ non plus comme fonctions 
de p, g, mais comme fonctions de X et Y, on conclut, de l’équa- 
tion précédente et de ’équation (p. 8 de ce Volume) 


du? —- dv? = )(E dp?—- 2F dp dq +- Gdq?), 


que les équations («) deviennent 


ou _ de 
oko Oy 
ou ae 


ave ) ean 
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el, par suite, l’équation (8) se transforme en l’équation de Laplace 


7 u Ou 
OX? oY? 


= 0. 


Il résulte de la que, si l'on se borne a une aire suffisamment pe- 
lite sur la surface, ’équation de Beltrami peut, au moyen de la 
Carte géographique indiquée, étre transformée en l’équation de 
Laplace. Les problémes d’existence que nous avons résolus pour 
cette derniére sont, par suite, résolus pour l’équation (8). 

Il serait sans intérét de se borner 4 une portion suffisamment 
peute de la surface, mais le procédé alterné peut évidemment étre 
appliqué a Péquation (3), qui jouit, d’aprés ce que nous venons de 
dire, des propriétés essentielles de l’équation de Laplace. Aucune 
explication n’est alors nécessaire pour voir que l’on pourra consi- 
dérer sur la surface non plus seulement une aire suffisamment 
pelite, mais une aire quelconque. Tous les problémes traités dans 
les Sections précédentes peuvent done étre posés et résolus de 
la méme manic¢re. 

Si nous appelons fonction potentielle sur la surface toute so- 
lution de Véquation (8), nous pourrons former, apres avotr 
iracé des rétrosections C et D sur notre surface, une fonction 
potentielle de premicre espéce admettant des périodicités don- 
nées. La signification de cet énoncé est immédiate et a été déja 
rencontrée en remplacant seulement potentielle par harmo- 
nique. La fonction potentielle dont nous parlons sera continue 
sur toute la surface; elle admet une périodicité A par rapport a 
une coupure C, si son prolongement analytique au dela de la cou- 
pure est identique a la valeur qu’elle a de l’autre cété de cette 
coupure augmentée de + / suivant le sens dans lequel la coupure 
est traversée. 

Des fonctions potentielles de premiére espéce, on passera, en 
considérant la fonction associée », aux fonctions complexes 


u+ iy, 


(un point variable sur la surface. On aura ainsi la notion de 
fonctions complexes de premiére espéce, continues sur toute la 
surface, et admettant des périodes dont la partie réelle peut étre 
arbitrairement choisie. Il n’y a pas a insister sur tous ces points; 
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Vanalogie est compldte aveo le cas ob, au leu d’envisager we sur= 
face queleonque, nous avions allaive d équation de Laplace et 
aux feuillets multiples dune surface de Kiemann, On ana aliaal 
p fonctions complexes de premidre eapdce lindairement indépens= 
dantes, et p seulement; o’est, comme precédemment, une conse. 
quence de ce que, le long du contour Ky dont ila été tant de fois 


parlé, ona 


| ude oO, 


eK 


” : : ® 
Vintégrale étant prise dans un sens convenable, 


Quanta la démonstration de cette indgalité, elle est immediate 
en décomposant la surface en portions asses petites, On a pour 
chacune d’elles Vindgalité préeddente avee Vaide de la earte de 


cette petite portion, el il sultit Pajyouter los indgalitda, 


27 


. On obtiendra de la méme manidre lea fonetfons compleves 
de seconde espéce, main it faut définiy un pdle dune fonetion 
complexe de seconde espdee, Un point de la surface qera un pdle 
pour la fonction complexe w > fe, si dans la carte géographique, 
relative au voisinage de ce point, sur le plan X, Y), la fonetion 
ute qui devient une fonetion analytique ordinaine de Xe e¥ 
a pour pole le point correspondant au point donné de la surties, 
Nous arriverons entin, suivant toujours la meme marche que lana 
la Section II, A des fonetiona complexes vf fe, untformes sur 
toute la surface et nayvant que des pales, 

Relativement A une fonetion complexe Po > w-) fy, nous pou 
vons établir le méme théoréme qu’ lapage dag) Léguation 


‘ ; 
f= C, 


C étant une constante arbitraire, a toujours le meme nombre 
de racines sur la surface, On pourrait encore employer iet une 
formule analogue A celle de Cauehy pour trouver le nombre des 
racines, mais il suffit de remarquer quil n'est pas possible que le 
nombre des racines diminue (les racines élant compldes avec 
leur degré de multiplieité) quand GC varie d'une manidre eonti« 
nue, On pourrait seulement eraindre que des racines ne dispas 
russent au moment ou deux ou plusieurs racines deviennent égales, 
mais ceci est impossible ai Pon se reporte d la carte géographique 
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pour laquelle on sait, en appliquant les théorémes classiques, 
que les racines d'une fonction d’une variable complexe ne peu- 
vent pas disparaitre en devenant égales. 


28. Considérons maintenant deux fonctions complexes 


uU+iv et Uy+ ry 


sur la surface, fonctions uniformes et n’ayant que des pdles. Si 
Von donne a wu +- vy une valeur arbitraire, il y aura un certain 
nombre m de points de la surface correspondant a cette valeur de 
u-- tv, et si la seconde fonction wu, + rv, a été prise arbitraire- 
ment, elle aura m valeurs distinctes. Or nous savons (p. 8) que, si 
l'on pose 
F=u+vw, Fy == Uy + 24, 
I’, est une fonction analytique ordinaire de IF. Quelle sera la na- 
ture de cette fonction ? A une valeur de F correspond un nombre 
fini de valeurs de F,; d’autre part, F, est une fonction de F qui 
ne peut avoir d’autres points singuliers que des pdles et des points 
critiques algébriques. // y a donc entre F et F, une relation al- 
gébrique ve 
ange F;) =0, 
et aunpoint arbitraire de la surface correspond un seul point 
(I, F,) de cette courbe. 
Nous avons done établi ce théor¢me fondamental (*) : 


A la surface 5 donnée dans Vespace et ayant p trous cor- 
respond uniformément une courbe algébrique de genre p. 


(*) Ge théoréme a été énoncé par M. Klein dans son Ouvrage déja bien des 
fois cité sur la Théorie des surfaces de Riemann. Le mode de démonstration 
de M. Klein est extrémement intéressant, quoiqu’il ne prétende pas a étre rigou- 
reux au point de yue analytique. C’est & une expérience électrique fictive faite 
sur la surface que l’illustre auteur emprunte les éléments de ses démonstrations. 
L’existence des fonctions potenticlles avec leurs singularités diverses se trouve 
ainsi démontrée en quelque sorte expérimentalement. On vient de voir que les 
considérations employées pour les surfaces de Riemann et I’équation de Laplace 
s’étendent sans peine a I’équation de Beltrami et a une surface quelconque. 
Relativement a celle-ci, nous avons seulement fait l'hypothése qu’elle était régu- 
liérement analytique; on pourrait traiter, je crois, de la méme maniére, des cas 
moins simples, ceux notamment ot la surface a des arétes, mais Je ne veux pas 
ici approfondir cette question. 
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Nous disons que le genre de la courbe f est égal au nombre p 
des trous de la surface S; ce qui résulte immédiatement de ce 
qu il y a p fonctions complexes de premiere espéce sur la surface 
linéairement indépendantes (§ 26). 


29. Nous avons encore a faire une remarque importante. Enyi- 
sageons la surface © de Riemann a m feuillets représentative de 
la fonction algébrique F, de F. Nous avons dit que S et ¥ se cor- 
respondaient point par point; mais, de plus, la relation 


du? —- dv? = )(E dp? + 2F dp dq + G dq?) 


montre que cette correspondance a lieu avec conservation des 
angles. On peut donc dire que l’on a une carte géographique 
de la surface S sur la surface de Riemann X. 


30. Appliquons au tore les généralités qui préeédent. Dési- 
gnons par r le rayon du cercle générateur et par R la distance de 
son centre 4 l’axe (7 << R). On pourra représenter le tore par les 


équations 

z=(R—rcose) cost, 

y =(R—rcosg) sind, 

5=Psino, 

la aionitcalion seamen dea anoles cial warren’ 

ou la signilication gcometrique des angles o el Y, qui varient de o 
d 27, se voit immédiatement. On aura donc pour l’élément d’are 
de la surface 


9 


ds? 


2 


= dz? + dy? + dz* = ri do? + (R—?r cose)? dv, 
que l’on peut écrire 


ds? = (R— rcos¢)? 


2 io? 
__ rds ate d\2 
(R—rcosg)? tN 


ou, enfin, en posant, 


? rdo 
x = ne T—1 
: ¢ R—r cose ’ be: 


ds? = (R — r cose)? [dX* + dY?]. 


Cette derni¢re formule nous donne tout de suite la carte géogra- 
phique, avec conservation des angles, de la surface du tore sur la 
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surface d’un rectangle. En effet, quand 9 et 4 varient de 0 A an, 


le point (X, Y) décrit dans son plan l’aire d’un rectangle dont 
les quatre cOtés sont 


Vi==10; Na ire 


a ch » i‘ ene 


A—?Prcoso 
T 


Que sont ici les fonctions complexes uw + iv uniformes sur le 
tore? Ce sont nécessairement des fonctions analytiques deX+/Y; 
elles admettront les périodes 


27 
: rdo 
7tE est = . 
R—rcoso 


=0 


Les fonctions doublement périodiques ayant ces deux périodes 
définissent une classe de courbes algébriques (') : c’est la classe 
correspondant au tore. 


31. Indiquons un exemple d’une surface ayant p trous, auquel 
on puisse appliquer les considérations générales que nous yenons 
de développer. Je considére, comme au Chapitre XIII, un disque 
plan a p trous, limité par une courbe extérieure C et p courbes in- 
térieures C,, ..., Cp, et tracé dans le plan (z, y). 

Toutes ces lignes sont supposées réguliérement analytiques. On 
peut concevoir une fonction analytique f(a, v) des deux variables 
réelles x et y s’annulant, en changeant de signe, quand (2, y) 
traverse les courbes C, Cy, ..., Cp, et étant positive et différente 
de zéro dans l’aire A limitée par ces courbes. Si, par exemple, les 
courbes sont des cercles, /(, y) sera le produit pris avec un signe 
conyenable des premiers membres des équations de ces cercles. 
J’enyisage maintenant la surface 


BA —oTiDey ys 


Cette surface sera symétrique par rapport au plan des (z, y), 
elle passera par les courbes considérées et aura yvisiblement p 
trous. Elle sera réguli¢rement analytique. On le yoit de suite 


(*) Ce point a été démontré a la fin de la Section précédente. Nous le retrou- 
yerons d’une maniére plus élémentaire au, Chapitre suivant. 
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pour tout point (x, vy) de Vintérieur de laire A; la chose est 
moins immédiate pour un point d’une courbe limite. Pour le voir, 
(29, Yo) étant un tel point, posons 


S(® Y= 8, 


z étant une quantilé trés petite. Pour 2 = 2), « = 0, nous avons 
une racine simple y= y». Nous pouvons donc développer y sui- 
vant les puissances de x et a, dans le voisinage de x= 2p et 
4= 0; soitd(x#, «) ce développement. On aura alors la surface 
définie par les équations 

Y=¥(a, 2), 


=a, 


ce qui montre que la surface est analytique dans le voisinage du 
point (2, %o, O). On a supposé seulement qu’en (2o, 7) la tan- 
gente a la courbe limite n’est pas paralléle 4 Oy, mais, s’il en 
était ainsi, on intervertirait 2 et y dans les raisonnements. Nous 
avons donc bien un exemple d’une surface a p trous réguliére- 
ment analylique dans toute son étendue. A cette surface corres- 
pond, d’aprés le théoréme général, une classe de courbes algé- 
briques. 


32. Un cas limite de la surface précédente est extrémement 
intéressant. Je considére la surface 


s=ef(x, 7), 


ot ¢ est une constante positive. Supposons que ¢ tende vers zéro ; 
nous aurons une surface se rapprochant de plus’en plus des deux 
cotés du disque plan. La classe de courbes algébriques correspon- 
dant a notre surface deviendra pour «=o une certaine classe 
limite, et l’on est ainsi conduit au théoréme suivant : 


A tout disque plan a p trous on peut faire correspondre 
une classe de. courbes algébriques. 


Il y a une correspondance uniforme entre les points d’une 
courbe algébrique de cette classe et les points du disque consi- 
déré comme ayant deux faces. Le remarquable théoréme qui pré- 
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céde est dd a M. Schottky ('), qui y est arrivé par une tout 
autre vole, en rattachant la question au principe classique de 
Dirichlet. 

Le résultat précédent est trés important pour l'étude de la re- 
présentation conforme des aires limitées par plusieurs contours. 
Etant donnés deux disques plans ayant le méme nombre p de 
trous, peut-on faire une représentation conforme de ces deux 
disques Vun sur Vautre, de maniére qua un point du pre- 
mier disque ne corresponde qu'un point du second et inverse- 
ment? La question était difficile, mais nous sommes maintenant 
en mesure d’y répondre en quelques lignes. Nous pouvons faire 
la carte géographique de chaque disque (pris avec ses deux 
bords) sur une surface de Riemann convenable; cette surface de 
Riemann est relative 4 une courbe quelconque de la classe cor- 
respondant au disque. Si l’on peut faire, de la maniére indiquée, 
la représentation conforme des deux disques l’un sur l’autre, les 
deux surfaces de Riemann et, par suite, les deux courbes se cor- 
respondront point par point. On voit donc que la représentation 
conforme des deux disques esten général impossible ; les conditions 
reviennent a Videntité des deux classes de courbes algébriques 
correspondant a l’un et autre disque. Je me borne sur ce 
point a ces vues, peut-ctre un peu rapides, en renvoyant au Mé- 
moire de M. Schottky pour l’étude de la représentation conforme 
des aires multiplement connexes. 


(*) Nous avons déja eu Voccasion de citer (p.285) le beau travail de 
M. Schottky; c’est un Mémoire fondamental a plus d’un titre. 
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CHAPITRE XVII. 


COURBES DES GENRES ZERO ET UN. 


I. — Des courbes unicursales. 


1. Nous terminerons ce Volume par une étude des propriétés 
essentielles des courbes de genre zéro et des courbes de genre wn. 
Commencons par les courbes correspondant a p= 0, qu’on ap- 
pelle courbes unicursales ('). 

D’aprés la formule générale (p. 374) 


(m—1)(m—2) t(t—I 
PPh ee — Ya, 


on aura pour les courbes unicursales 


Sy, Lea) i (m—1)(m—2) 
a 2 2 
Telle est la condition nécessaire et suffisante pour que le genre 
soit nul. Il n’y aura pas dans ce cas de courbe adjointe d’ordre 
m— 3. 
Les courbes unicursales jouissent d’une remarquable propriété : 


on peut exprimer les coordonnées (x, y) d’un quelconque de 
leurs points en fonctions rationnelles d'un parameétre. 


Pour le démontrer, considérons une adjointe d’ordre m — 2; 
elle dépend d’une maniére non homogéne de m— 2 constantes (ye 
Nous pouvons done former un réseau 


P,+AP.,=0 


(1) Les mots de courbes unicursales ont été employés pour la premiére fois par 
M. Cayley (voir CayLey, Comptes rendus, t. LXII). 

(7) Ona vu dans un Chapitre antérieur que le nombre de ces constantes est, 
pour p quelconque, m —2-+ p. La numération est d’ailleurs immédiate. 
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d’adjointes d’ordre m— 2 passant, quel que soit A, par m—3 
points choisis arbitrairement sur la courbe. Combien y aura-t-il 
de points de rencontre variables avec }? On a déja un nombre de 
points de rencontre fixes représenté par 


de i(i—1) + m —3 ou m(m—2)—1. 


Il reste done wn seul point de rencontre mobile, et, par suite, ses’ 
coordonnées x et y sont des fonctions rationnelles de 2. 

Considérons inversement une courbe définie par deux équa- 
lions 


(1) = R(X), y= RA), 


R et Ry étant des fonctions rationnelles d’un paramétre i. Cette 
courbe sera de genre séro. 
Si le genre n’était pas nul, la courbe aurait une intégrale de 


fe Oke 
Sy 


Or, en remplacant x et y par les expressions (1), on aurait une 
intégrale portant sur une fraction rationnelle P()) 


fre d) dh, 


qui devrait rester finie pour toute valeur, finie ou infinie, de ), ce 


premiére espéce 


- 


qui est impossible. 


2. Nous avons exprimé plus haut les coordonnées x et y d’un 
point arbitraire de la courbe en fonctions rationnelles d’un para- 
métre. Pour trouver ces expressions, il a fallu introduire en gé- 
néral certaines irrationnelles par rapport aux coefficients de la 
courbe, puisqu’on doit prendre m— 3 points sur la courbe. On 
peut se demander comment on pourrait faire la représentation 
paramétrique pour une courbe unicursale, en introduisant le 
moins possible @irrationalités par rapport aux coefficients de 
Véquation de la courbe unicursale. Pour répondre a cette ques- 
tion, M. Nother procéde tres élégamment de la maniére sui- 
vante ('), 


(*) Néruer, Math. Annalen, t. I. 
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Prenons trois adjointes arbitraires d’ordre m — 2, ce qui peut 
se faire sans introduire aucune irrationalité par rapport aux 
coefficients; soient P,(a, 9’), Po(x, v), P3(x, 7) les trois poly- 
ndmes adjoints correspondants. Je pose 

3 Po(x.y) 
— > 
Pag) 

Y ye. P3( ry) 


~ Pley) 
A la courbe unicursale proposée 
ef (Lay 0 
va correspondre une courbe 


F(X, ¥) =0, 


et, si les trois polynémes adjoints d’ordre m — » sont arbitraires, 
les deux courbes se correspondront point par point. Cherchons le 
degré de la courbe F; il est égal au nombre des points de ren- 


contre, avec ft; du réseau 
oy Py( az, 7) + % Po(x, vy) + &%3 P3(2,y) = 0, 


en dehors des points multiples, c’est-a-dire a 
m(m— 2)—» at(t—1) ou m—2. 


Nous avons donc transformé la courbe en une courbe d’ordre 
m—2. On peut continuer ainsi de proche en proche. Si m est 
impair, onarrivera a une cubique; si m est pair, a une conique. 

Dans le premier cas (m impair), les coordonnées de la cubique 
unicursale, qui a un seul point double, peuvent étre exprimées 
en fonctions rationnelles d’un paramétre, sans introduction d’au- 
cune irrationalité par rapport aux coefficients de son équation, qui 
sont eux-mémes des fonctions rationnelles des coefficients de la 
courbe proposée. Donec, pour une courbe unicursale d’ordre 
impair, on peut nintroduire aucune tirrationalité par rapport 
aux coefficients dans la représentation paramétrique. 

Il n’en va pas de méme pour m pair. Nous sommes ramené 
dans ce cas 4 une conique, et, en général, nous ne pouvons pas 
faire la recherche des expressions des coordonnées en fonctions 
rauionnelles d’un paramétre, sans introduire une irrationalité gui 
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sera une racine carrée dune fonction rationnelle des coeffi- 
ctents. Il en sera done de méme pour la courbe unicursale pro- 
posée. 


3. Dans la représentalion paramétrique donnée au § 1, nous 
avons pour une courbe unicursale 


tT RC); y¥ =R,(A), 


et, d’aprés la maniére méme dont nous avons procédé, on a pour A 


% Z P P 5 ‘ 
une fonction rationnelle — a de vet y. Aun point arbitraire de 


; 
la courbe ne correspond donc qu’une seule valeur de i. Il y a des 
points particuliers pour lesquels il en est autrement ; ce sont les 
points multiples. En un point multiple d’ordre 7, les deux poly- 
ndmes adjoints P, et Py sont nuls, et il y a @ valeurs pour i cor- 
respondant aux ¢ branches de la courbe au point multiple. 
Imaginons qu’on ait une seconde représentation paramétrique 


par C8): jo = TE Oy 


de telle sorte aussi que 9 soit fonction rationnelle de x et y. La 
nature de la dépendance entre ) et § s’apercoit immédiatement; 
4 une valeur arbitraire de } ne correspondra qu’une valeur de 4 
et inyersement. La relation est d’ailleurs algébrique. Done i est 
une fonction rationnelle de 9, et 9 est une fonction rationnelle de i; 
on doit, par suite, avoir 


a, b,c, d étant des constantes. On peut donc dire que, abstrac- 
tion faite d’une substitution linéaire sur le paramétre, il n’y a 
qu'une seule représentation paramétrique, de la nature tndi- 
quée, pour une courbe unicursale (*). 

Je n’insisterai pas davantage sur les courbes unicursales. Une 


(*) On pourrait avoir une représentation paramétrique rationnelle telle qu’a 
un point arbitraire (az, 7) de la courbe correspondissent plusieurs valeurs de i. 
On verra (Liinotu, Math. Annalen, t. 1X) comment on peut, par un calcul ré- 


gulier, introduire un autre paramétre, de facon a avoir une nouvelle représenta- 
tion qui soit du type étudié plus haut. 
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étude trés compléte en a été faite par Clebsch dans un Mémoire 
auquel nous renverrons eh 


II. — Des courbes de genre un. 


4. Les courbes de genre wn sont particuli¢rement intéressantes 
i cause de leurs rapports avec la théorie des fonctions double- 
ment périodiques. Pour p=1, on aura 


V in) nu(m—3) 
oud, 2. 2, 


On a ici un seul polyndme adjoint d’ordre m — 3 et, par suite, 
une seule intégrale de premicre espéce (a un facteur constant 
pres). 

Nous commencerons par chercher si les adjointes d’ordre m— 2 
ne peuvent pas, comme pour les courbes unicursales, conduire A 
une représentation paramétrique intéressante. Les courbes ad- 
jointes d’ordre m—2 dépendent ici, d'une maniére non |i- 
néaire, de 72—1 paramétres entrant d’une maniére non homo- 
géne. On peut donc former un faisceau d’adjointes d’ordre m — 2 


(2) P, + 7 2—90 
passant par m — 2 points arbitrairement choisis sur la courbe /. 
Le nombre des points de rencontre variables avec ) sera 


elite ae 
m(m—2)—(m—2 oS a; t(t—1) ou 2: 
y) ‘ 


Nous n’aurons donc, pour déterminer x et y en fonction de d, 
qu’a résoudre une équation du second degré. On aura, par suite, 


xr =f, VR), 
a= o[A, VROOI, 


/ et ¢ étant des fonctions rationnelles de 4 et de VR(A), en dési- 
gnant par R() un polynéme en )-qu’on peut supposer n’avoir 
que des racines simples (le facteur de puissance paire, pour les 
racines multiples, étant sorti du radical). 


(') CLesscu, Ueber diefenigen ebenen Curven deren Coordinaten rationale 
Functionen eines Purameters sind (Journal de Crelle, t. 64). 
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A une yaleur de ) correspondent deux points (2, v) a cause des 
deux déterminations du radical. A un point arbitraire (x, v) de la 
courbe f correspondra une seule valeur de i, ce qui est évident 
Waprés (2); il correspondra aussi une seule valeur de VRQ), 
autre détermination du radical donnant le second point de ren- 
contre de l’adjointe (2) avec f. 

Une question trés intéressante se présente : Quel est le degré 
du polynéme R(i)? On peut, pour y répondre, suivre deux voies 
différentes, entitrement analogues a celles que nous avons sui- 
vies en étudiant les courbes du genre deux (p. 455). 

Je dis que le degré de R(A) ne pourra étre que trois ou 
quatre. En effet, d’aprés ce que nous venons de dire, les deux 


courbes 
SI (yy) =09, pr RO) 


se correspondent point par point, puisqu’a un point arbitraire 
(A, ».) de la seconde courbe ne correspond qu’un point (zx, y) 
de /, et inversement. Les deux courbes sont done du méme genre, 
c’est-a-dire du genre wn, et, par suite, le degré du polynéme 
R(A) sera nécessairement égal a trois ou & quatre, les deux cas 
se ramenant d’ailleurs, comme nous l’avons vu autrefois, lun a 
autre. 

La seconde démonstration est plus directe, mais plus longue. 
On procédera comme nous l’avons fait dans l’étude des courbes 
de genre deux (p. 456). Le nombre cherché sera égal au nombre 
des courbes du faisceau 

Py=- AP, =0 
tangentes 4 la courbe f. Aprés avoir supprimé les mémes solutions 
étrangéres, il restera quatre courbes de ce faisceau tangentes a /, 
et le degré du polyndme R(A) est, par suite, égal a quatre. Ona 
donc le théoréme suivant : 

Les coordonnées d’un point quelconque d’une courbe de 
genre un sont des fonctions rationnelles dun parameétre et de 
la racine carrée d’un polynéme du quatriéme degré par rap- 
port a ce parameétre ('). 


(*) Ce théoréme est di a Clesbch. Voir son Mémoire : Ueber diejenigen 
Curven deren Coordinaten sich als elliptische Functionen eines Parameter 
darstellen lassen (Journal de Crelle, t. 64). 
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5. On peut donner une autre forme a Pimportant théoréme qui 
précéde. Si lon pose 
i dn saa 
ea Re 7 


nous avons vu (p. 334) que cette relation définit une fonction 
doublement périodique de s, soit 


A= (2), 
et Von a évidemment 
ie ees 
= =0'(s)=V RC): 
T= (= VRQ) 

Il en résulte que # et y sont des fonctions doublement périodi- 
ques du paramétre z; de plus, 4 un point arbitraire (2, y) et, par 
suite, une valeur de A et de /R(A), ne correspondra qu’une va- 
leur de z, abstraction faite de multiples de périodes. Nous pou- 
vons alors énoncer le théoréme suivant : 


Dans une courbe de genre un, les coordonnées x et y peu- 
vent s exprimer en fonctions doublement périodiques d’unpara- 
métre z, et cela de telle maniére qua un point arbitratre de 
la courbe ne corresponde qu une valeur de z, abstraction faite 
de multiples des périodes. 


6. Nous aurons bientét a étudier une sorte de réciproque du 
théoréme précédent; mais, pour le moment, proposons-nous de 
retrouver le méme théoréme en nous placant 4 un autre point de 
vue que le point de vue algébrique du § 4. Nous allons considé- 
rer, 4 cet effet, ’intégrale de premicre espéce relative a la courbe 
de genre wn, et chercher la nature de la fonction obtenue en fai- 
sant l’inversion de cette intégrale. Soit donc la relation 


"Y O(a, y) dx 
(3) if Sa eet = 5 — Sp, 
Xo Yo y 
équivalente a l’équation différentielle 


Q(a2, vy) dx 


oe 
Sy 


Les conditions initiales étant «=2%), y=jYo pour 5=%o, 
quelle sera la nature de la fonction # de = ainsi définie? Nous 
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voulons montrer que x est une fonction, uniforme dans tout 
le plan, ayant d’autres points singuliers que des péles. 

En supposant que (2, vo) ne soit pas un point de ramification 
ou un point multiple de la courbe, la fonction 2 sera une fonc- 
tion holomorphe de < dans le voisinage de s= 4 , d’aprés le 
théoréme fondamental (p. 304) sur l’existence de l’intégrale des 
équations différentielles. En étendant de proche en proche la 
fonction, le théoréme fondamental cessera d’étre applicable quand 
la variable s atteindra une valeur pour laquelle Q(z, vy) =0; 
mais cette circonstance ne peut se présenter pour un point simple 
de la courbe, puisque l’adjointe d’ordre m — 3, dans les courbes 
du genre wn, ne rencontre la courbe qu’aux points multiples. 
Nous deyons maintenant examiner le cas ot le point correspon- 
dant (x, y) de la courbe serait un point multiple ou bien un point 
de ramification, ou serait 4 Vinfini. Il n’y a aucune difficulté 
dans le cas du point multiple, car, lorsque (2, v) se rapproche 
d’un point multiple sur une branche déterminée, le quotient 


——'— reste une fonction holomorphe de z ne s’annulant pas en 


ce point, puisque Ja courbe Q = 0 ne peut avoir aucune tangente 
commune avec f en un point multiple [sinon, le nombre des 
points de rencontre de fet de Q s’éléverait au-dessus de m(m— 3)]; 
z restera donc fonction holomorphe de sz. 

Pour le cas du point de ramification (a, 6), on posera 


2=a+2z?, 


, 
et Von aura alors, pour k une fonction holomorphe de 2’ dans 
le voisinage de z’= 0; il en résulte que z’, et par suite a, reste- 
ront des fonctions holomorphes de z, dans le voisinage de la va- 
leur de s pour laquelle x = a. 

Enfin, si, pour s =a, x deyient infinie, le point (2, y) s’éloi- 
gnant 4 l’infini sur une des branches de courbe, on posera 


; : : dz' : | 
et l'on yoit encore de suite que Fe sera une fonction holo- 


morphe de z’ dans le voisinage de 2’= 0; aucun point critique ne 
peut encore apparaitre. 
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Nous pouvons ici faire les mémes observations qu’a la page 336; 
les remarques précédentes ne suffisent pas a établir que x est une 
fonction uniforme de z dans tout le plan; mais il n’y a qu’a procé- 
der comme a l’endroit cité pour rendre la démonstration rigou- 
rease. En isolant les points de ramification et les points a l’infini, 
on prouvera, sans rien changer aux raisonnements, que l’exten- 
sion de la fonction pourra se faire de proche en proche @ /’aide 
d’un cercle de rayon e invariable, de telle sorte que la fone- 
tion ou son inverse soit holomorphe aVintérieur d’un cercle ayant 
pour centre un point quelconque du plan et un rayon égal a op. Il 
en résulte que x est alors une fonction, uniforme dans tout le 
plan, nayant pour points singuliers que des péles. 

Le méme raisonnement s’applique sans modification a y, qui 
sera aussi une fonction uniforme de sz. 


7. Il est facile de se rendre compte de la nature des fonctions 
uniformes x et y de s que nous venons de rencontrer. Leur pro- 
priété capitale est la double périodicité. 

Rappelons-nous, en effet, que ’intégrale 


“ Q(a, y) dx 
Sy 


“X0,Yo 
a deux périodes w et w’ (Chap. XIV). En posant 
w = c'+ ic", w' = d+ id", 
on a l’inégalité fondamentale (p. 408) 
ce'd’—c'd> 0, 


inégalité qui exclut Pégalité. Il en résulte que /e rapport des 
périodes 


est nécessairement imaginaire. 


On voit alors qu’a une méme valeur de x correspondent, en 
choisissant convenablement le chemin allant de x) a x, une infi- 
nité de déterminations de Vintégrale différant de sommes de mul- 
tiples des périodes w et w'. On aura donc, pour x et y, des fonc- 
tions doublement périodiques de z : c’est le théoréme auquel 
nous étions déja arrivé par une autre yoie. A un point arbitraire 
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(x, y) de la courbe ne correspond manifestement, d’aprés la rela- 
tion (3), qu’une seule valeur de z, abstraction faite de sommes 
des multiples des périodes ('). 


8. Je réserve, pour une autre partie de cet Ouvrage, l’inver- 
sion effective de Vintégrale de premiére espéce pour laquelle il 
est nécessaire d’introduire les transcendantes de Jacobi. Nous avons 
montré, au § 12 du Chapitre XII, comment, dans le cas de l’inté- 
grale elliptique, on peut former certaines fonctions entiéres jouis- 
sant, par rapport aux périodes, d’une propriété remarquable. On 
peut ici former une combinaison analogue que je me contenterat 
(Vindiquer (?); il est facile de former une fonction 


Pilger ac)) 


de degré m—1 en x ety, et telle que da combinaison 


fae, P(r. y) | 
ds 
E, ONES ci 
Zo 


sott une fonction entiére de s. Cette fonction entiére joue ici le 
méme role que la fonction Al(z) de M. Weierstrass. 


9. Nous aurons encore a signaler plus tard certaines propriétés 
des courbes de genres séro et un. Ainsi l’on peut faire, avec 
M. Hermite (*), la remarque que les courbes de genre séro et un 
sont les seules pour lesquelles l’inversion de l’intégrale abélienne 


x9 
{ \(2, y)dx= 2 


* 


(A étant rationnelle en x ety) donne, pour x et y, des fonctions 
uniformes de z. Ce sont des questions qui trouveront leur place dans 
étude des équations différentielles de Briot et Bouquet. J’ai méme 


(*) Si on yeut reprendre le point de vue auquel nous nous sommes place, 
avec Riemann, au § 23 du Chapitre XVI, on dira que l’inversion de V’intégrale de 
premiére espéce permet, pour p =1, de faire d’une manicre uniforme la repré- 
sentation conforme dé la surface de Riemann sur la surface d’un parallélo- 
gramme. 


(2) Voir le § 10 du Chapitre III de mon Mémoire Sur les fonctions algébri- 
ques de deux variables. 


(*) Hermrre, Cours lithographié de l’Ecole Polytechnique, 1873. 
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montré ('), d’une maniére plus générale, que les courbes des 
genres zéro et un sont les seules pour lesquelles Pinversion d’une 
expression 


LY Py, 
3 d(x, y) de 
(4) ut Wee les 


aed 


(A étant rationnelle en z et y) donne pour « et y des fonctions 
uniformes de s. 


III. — Généralités sur les fonctions doublement périodiques. 


10. Nous avons déja parlé des fonctions doublement pério- 
diques (Chap. XII). Les généralités sur ces fonctions, ceuvre de 
Liouville et surtout de M. Hermite, sont devenues si classi- 
ques, et ont été tant de fois exposées (*) que nous ne croyons 
pas devoir reprendre ce quia été déja si bien dit. Supposant done 
connus les théor¢mes fondamentaux, je vais seulement faire 
quelques remarques qui auront trait aux courbes de genre zéro 
ou un. 


Considérons deux fonctions doublement périodiques aux mémes 
périodes 


(5) %= (4), = 


-G 


(2). 


Tout d’abord il existe entre elles une relation algébrique, 
comme l’ont remarqué simaltanément Briot et Bouquet et M. Mé- 
ray. La démonstration de ce résullat est immédiate. A une valeur 
arbitraire de x correspond, dans chaque parallélogramme de pé- 
riodes, un nombre limité (toujours le méme) de valeurs de s. La 
fonction y de x n’a donc qu’un nombre limité de valeurs pour 
chaque valeur de x; elle n’a d’autre part évidemment que des 
poles ou des points eritiques algébriques. On en conclut que y 
est une fonction algébrique de 2. Nous aurons donc 


f(a,y) =0. 


(*) Voir le Chapitre VI de mon Mémoire cité plus haut. J’y étudie incidemment 
dune maniére trés sommaire les expressions (4) dont M. Appell faisait 4 la méme 
époque une étude trés approfondie dans son grand Mémoire Sur les intégrales 
des fonctions a multiplicateurs (Acta mathematica, t. XIII). 


(7) Consulter, en particulier, le Cours lithographie de M. Hermite, le Traite 


sur les fonctions elliptiques de Briot et Bouquet et le 7raité d’Analyse de 
M. Camille Jordan. 
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Ceci posé, montrons que le genre de la courbe f est au plus 
égal a Vunité. Si la courbe était de genre supérieur a un, on 
aurait deux intégrales distinctes de premiére espéce 


if Qi(a,y) dx [ Oo(a,v) dr 
Jy A ye 


La premiére de ces intégrales peut s’écrire 


Quay) dn 
Ty dz 


En substituant a 2 et y les expressions (5), le multiplicateur 
de dz, sous le signe d’intégration, 


OlnGarye)) aa 


fy a 
est une fonction doublement périodique de s. Il faut que cette 


fonction se réduise 4 une constante; sinon elle aurait des pdles, 
et Pintégrale deviendrait infinie. On aura done 


ON ayo iaa 


12 a =a, 
et, de méme, 
Qo(z, xv) dr. 
= —— = Qe; 
Ty dz 


a, el a, étant des constantes. Des deux identités précédentes, on 


conclut 
Qi, y) _ 
Q2(z, 7) ba a2 


égalité impossible, puisque les deux intégrales de premiére es- 


péce ont été supposées linéairement indépendantes. Le théoréme 
est done établi (*). 


11. Il peut arriver que le genre de la courbe soit égal a séro 
ou a wn. Faisons la remarque importante que, si a un point arbi- 
traire (x,y) de fne correspond qu’une seule valeur de z dans 
un parallélogramme de périodes, le genre de la courbe sera 
certainement égal a l’unité. En effet, dans le cas contraire, la 
courbe serait unicursale, et l’on aurait 


z= R(6), ya a OLN 


(*) Jai donné pour la premiére fois la démonstration précédente avec un théo- 
réme analogue pour les surfaces algébriques au t. XCII des Compt. rend., p.1495. 
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R et R, étant rationnelles en 4, et § pouvant se mettre sous la 
forme d’une fonction rationnelle de x et y. On aurait donc 


(6) 0 =F(s), 


F(z) étant une fonction doublement périodique de z. A un point 
arbitratre (x, y) correspond une seule valeur de 4; les valeurs 
de s correspondant a un point arbitraire (2, y) seraient donc les 
racines de I’équation (6). Mais, pour une valeur arbitraire donnée 
a 9, correspondent au moins deux racines de (6) dans un paral- 
lélogramme. L’hypothése faite que la courbe est unicursale est 


donc inadmissible. 


12. Placons-nous dans le cas ot a un point arbitraire (x, 7) 
ne correspondrait qu’une seule valeur de 3, abstraction faite de 
sommes des multiples de périodes, et considérons une fonction 
doublement périodique quelconque WV de z, aux mémes périodes 
que o et ®. A chaque point (a, v) de la surface de Riemann re- 
lative 4 la courbe f ne correspondra qu’une seule valeur de W. 
Cette fonction sera done une fonction uniforme sur la surface de 
Riemann; elle n’a nécessairement que des pdles; elle est done 
une fonction rationnelle de z ety (p. 385). Toute fonction dou- 
blement périodique de z sera donc une fonction rationnelle 


de (zs) et ®(z). Ce théoréme est di a Liouville. 


13. Nous avons vu (p. 440) que les courbes de genre un 
admettent une transformation birationnelle en elle-méme dépen- 
dant d’un paramétre arbitraire. I] est facile de retrouver d’une 
autre maniere ce résultat. Considérons les équations 


z= (3), ¥ = 94), 

X= 0(s+h), ¥=—9o(2-+h), 
h étant une constante arbitraire; X et Y sont des fonctions dou- 
blement périodiques de z. On aura donc, d’aprés le paragraphe 
précédent, 
{ X=R(z,y,h), 


(7 } 
7) | Y= Raley); 


Ret Ry étant rationnelles en x et y, et évidemment d’ailleurs, 
pour la méme raison, # et y sont des fonctions rationnelles de 
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X et Y. Nous voyons done bien que la courbe f admettra une 
transformation birationnelle en elle-méme dépendant du _para- 
métre arbitraire h. Il n’est pas inutile de rappeler ici le résultat 
obtenu (p. 442) relatif a ’équation différentielle 
Q(z, ¥) dx By Q(X, Y) dX 
Jy FER 
Q(x, y) étant le polynéme adjoint figurant dans lintégrale de 
premiére espéce relative a /. L’intégrale générale de cette équa- 
lion, qu’on peut appeler ’équation d’Euler, est algébrique et est 


précisément fournie par les équations (7) avec la constante arbi- 
traire hh. 


14, Terminons par l’examen du cas particulier of lon aurail 
r=P(s), y= F'(s), 
®’ étant la dérivée de ®. Ecrivons la relation 


ak 


fi («, aa) =O) 


Quelle que soit la fonction doublement périodique ®(z), on peut 
affirmer que le genre de f sera égal a Vunité. Il faut montrer 
qu’a un point arbitraire (x, y) ne correspondra qu’une valeur de 
s dans un parallélogramme. Dans le cas contraire, nous pourrions 
prendre un couple de points 3), 3, dans un méme parallélo- 
gramme correspondant a un méme point stmple de la courbe. En 
So et z,, lafonction ® et sa dérivée ®! auraient respectivement 
les mémes valeurs; d’aprés l’équation différentielle, il en serait 
de méme de toutes les dériyées de ®. Done le développement de 
(zs) dans le voisinage de Z) suivant les puissances de s— zy el 
le développement de ®(z) dans le voisinage de z, suivant les 
puissances de s — z, auraient les mémes coefficients. Il en ré- 
sulle que 3)— <, serait une période de ®, ce qui est absurde. 
Nous reprendrons bientét l'étude des équations de la forme 


qui ont fait objet d’un travail mémorable de Briot et Bouquet. 
Pour le moment, nous nous contenterons d’indiquer la forme de 
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cette relation, si l’on a 

x= (2), 
(s) étant une fonction doublement périodique ayant deux pdles 
simples dans un parallélogramme de périodes. Dans ce cas, ?équa- 


e ; dz . om 
tion sera du second degré en qq’ pulsqu’a une valeur de x cor- 


respondent deux valeurs de z dans un parallélogramme. De plus, 


dx . : F 5 
les deux valeurs de Tq ont égales et de signes contraires. Soit, 


en effet, l’équation 
[D'(2.) == 2, 
, bitraire®: dési A deus 
a etant une constante arbitraire; designons par % el » ses deux 
racines dans un parallélogramme. Les résidus de la fonction dou- 


blement périodique 
I 


@(s)—a 
par rapport a et 8 sont, d’aprés un théoréme général, égaux et 
de signes contraires. On en conclut que 
8 q 
@'(a) et (8) 


sont égaux et de signes contraires. On a donc nécessairement 


(GZ) =Re), 


R(a) étant une fonction rationnelle de x. Cette fonction ration- 


x P . . 
est nécessairement fini 


dz 


quand & est fini. Enfin ce polynome doit étre du quatriéme de- 


nelle devra étre un polynéme, car 


gré, car, sil était d’un autre degré, les poles ne pourraient pas 
étre du méme ordre dans les deux membres. 
On a donc finalement une relation de la forme 


(=) = Awt+ Bat+Get+Dz2+E, 


les coefficients étant des constantes. 
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